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Rozdziat I

LOGIKA MATEMATYCZNA

1. Warto$¢ logiczna zdania

Przedmiotem logiki sa zwiazki migdzy zdaniami.

Zdaniem nazywamy w logice wypowiedZ orzekajaca, ktérej mozna przypisaé
(w ramach danej nauki) jedna z dwdch ocen: oceng prawdy albo oceng falszu.
Prawdziwo$¢ i falszywo$¢ nazywamy wartosciami logicznymi zdama. Prawde ozna-
czamy cyfra 1, a falsz cyfra 0.

Na przyktad zdanie: ;
7 jest liczba pierwsza

jest w -arytmetyce zdaniem prawdziwym, wigc przypisujemy mu warto$¢ 1,
natomiast zdanie
' 7 jest liczba parzysta
jest w arytmetyce zdaniem falszywym, wigc przypisujemy mu warto$é 0.
Nie kazde zdanie gramatyczne moze byé zdaniem w logice. Na przyklad zdanie

Czy 7 jest liczba parzysta?
_ nie jest zdaniem orzekajacym i nie mozna mu przypisa¢ Zadnej wartosci logicznej.
Zdanie
7 jest liczba szczesliwa

_jest wprawdzie zdaniem orzekajacym, ale w ramach arytmetyki — bezsensownym
(ani prawdziwym, ani falszywym).

Logika nie ustala wartoéci logicznych pojedynczych zdan. Czyni to odpowiednia
nauka, przy czym to samo zdanie moze by¢ prawdziwe w jednej nauce, a falszywe
~ lub bezsensowne w innej nauce; na przyklad zdanie

istnieje iloraz 8 przez 3

Jjest falszywe w arytmetyce liczb catkowitych, prawdmwe w arytmetyce liczb wy-
miernych, a bezsensowne w botanice.

Logika -ustala warto$¢ logiczna zdand zlozonych na podstawie
ustalonych uprzednio warto$ci logicznych zdan sktadowych. Na
przyklad z prawdziwosci zdan



7 jest liczba pierwsza
j ; 7 jest liczba nieparzysta
wynika. dzigki logice prawdziwosé zdania
7 jest liczba pierwsza i nieparzystg.

Pytania

1. Co to jest zdanie w logice?
2. Podac ;;rzyklad zdania gramatycznego, ktére nie jest zdaniem w logice.
3. Oceni¢ (w ramach matemaiyki) warto$¢ logiczng zdania

a) 121 jest’liczba pierwsza

b) 361 jest kwadratem liczby naturalnej

c) kazdy tréjkat réwnoramienny jest prostokatny

d) istnieje réwnoramienny tréjkat prostokatny

e) romb jest figurg brzydka

f) podziel 6 przez 3!

g) kwadrat kazdej liczby ujemnej jest dodatni

h) istnieje liczba ujemna, ktdrej kwadrat jest dodatni

' i) czy kwadrat jest prostokatem?

)

2. Zaprzeczenie zdania

Zdania oznaczamy w logice matymi literami alfabetu. -
Definicja. Zdanie ! : :
nieprawda, Ze p 2.1)
nazywamy zaprzeczéniem (negacjq) zdania p i zapisujemy ‘
~p

(znak ~ czytamy: nieprawda, Ze ..., lub krétko: nie).

Na przyklad jezeli p oznacza zdanle

3 jest liczba parzysta
to ~p oznacza zdanie
nieprawda, ze 3 jest liczba parzysta

W tym przykladzw zdanie p jest falszywe, czyli ma warto§¢ logiczng O (mozna
pisaé p = 0), za§ zdanie ~p jest prawdziwe (p = I).

Dwa zdania: p oraz ~p nazywamy sprzecznymi.

Negacje charakteryzuje (tzn. okresla jej sens w logice) tabl. 2-1: jezeli zdanie p
jest prawdziwe to ~p jest falszywe, a jezeli p jest falszywe to ~p jest prawdznwe

Stad wynikaja nastgpujace prawa logiki:

Prawo sprzecznosci: z dwdch zdan: p oraz ~p co najmniej jedno jest falszywe

Prawo sprzecznosci orzeka Zze dwa zdania sprzeczne nie moga byé jedno-
czeéme prawdziwe, tzn. N

nieprawda, e P i nie p



 Prawo wylaczonego $rodka: z-dwdch zdari: p oraz ~p co najmniej jedno jest praw-
dz;we

To prawo orzeka, ze dwa zdania sprzeczne nie moga by¢ jednoczesnie falszywe.
tzn.
p lub nie p

Tabl. 2-1
NEGACJA

P ~p

' Zauwazmy, ze dwa przypadki

| p jest zdaniem prawdziwym

oraz

~p jest zdaniem prawdziwym

W'ycze‘rpujq wszystkie mozliwosci. Stad tez wywodzi si¢ facinska nazwa prawa
Wquczoncgo $rodka: tertium non datur (trzeciej mozliwosci nie ma).

\ Wniosek: z dwdch zdari: p oraz ~p jedno jest prawdziwe, natomiast pozostale
mr falszywe.
‘ ~ Uwaga. W mowie potocznej nazywa si¢ sprzecznymi takle dwa zdania, ktére
_me moga byc jednocze$nie prawdziwe, np:

iy kat prosty jest mniejszy od 90° @22
b A kat prosty }est wu;kszy od 90° 2.3)
| Zdania sprzeczne w znaczeniu przyjetym w logice: p oraz ~ p sa sprzeczne W po-
tpqznym tego stowa znaczeniu (na podstawie prawa sprzecznosci), ale nie na odwrot.
Na przyktad zdanie (2.3) nie jest zaprzeczeniem zdania (2.2), wigc te dwa zdania
me sa sprzeczne W znaczeniu przyjetym w logice. Spo§réd dwéch zdan sprzecznych
W potocznym tego stowa znaczeniu co najmniej jedno jest falszywe, moze si¢ jednak
zdarzyc ze oba sg falszywe, poniewaz tres¢ takich dwdch zdan moze nie wyczer-
pywac wszystkich mozliwosci. Tak jest na przyktad ze zdaniami (2.2) (2.3). Sa one
oba falszywe gdyz kat prosty nie jest ani mniejszy od 90° ani wigkszy od 90, lecz
)est réwny 90°.

~ Prawo podwo_lnego zaprzeczenia: zdania
L : p oraz ~(~p)
_m'ajq' te samq wartos¢ logiczng.



Na przyklad zdanie:
istnieje‘ najmniejsza liczba dodatnia
ma te samg warto$¢ logiczna (a mianowicie 0) co zdanie
nieprawda, ze nieprawda, ze istnieje najmniejsza liczba dodatnia.
To ostatnie zdanie mozna zastapi¢ takim ;
nieprawda, Ze nie istnieje najmniejsza liczba dodatnia.

Nalezy jednak mieé si¢ na bacznosci, zeby doskonalac budowe zdania nie zmie-
ni¢ jego wartosci logicznej.

Pytania

1. Co to jest zaprzeczenie zdania? Scharakteryzowaé zaprzeczenie za pomoca
tabelki. Co to sa dwa zdania sprzeczne? :

2. Poda¢ prawo sprzecznosci, prawo wylaczonego $rodka, oraz wynikajacy z nich
wniosek.

3. Stwierdzono, ze jedna z dwdch nieréwnosci: a < 2, oraz a > 2, jest dla
liczby a falszywa. Czy mozna na tej podstawie twierdzié, ze dsuga z tych
nieréwnosci jest prawdziwa?

4, Podaé prawo podwdjnego zaprzeczenia.

3. Koniunkcja zdan

Definicja. Zdanie
pig 3.1
nazywamy koniunkcjq (iloczynem logicznym) zdan p, ¢ i zapisujemy
Prg
(znak A czytamy: i).
Koniunkcje charakteryzuje tabl. 3-1: koniunkcja dwdch zdan jest prawdziwa, gdy
te oba zdania sa prawdziwe, za$ falszywa — w pozostatych przypadkach.

Tabl. 3-1
KONIUNKCJA

) q PAG

0. g

—
o |lo |

10



Na przyklad zdanie

( sin 30° = —;—) A (sin 90° = 1)

jést prawdziwe, natomiast zdanie
(cos 60° = —;—) A (c0s 90° = 1)

jest falszywe, gdyz cos 90° = 0.

. Interpretacja fizyczna. Niech p, g oznaczaja wylaczniki, z ktérych kazdy moze
byé wlaczony (stan 1) albo wylaczony (stan 0). W stanie ,,1” wylacznik przewodzi
~ prad, natomiast w stanie ,,0”” wyldcznik nie przewodzi pradu (rys. 3-1). Stan ukladu

0 0
o—/o——c/o—-—-o

P gl
Rys. 3-1

‘utworzonego przez polaczenie szeregowe wylacznikéw p, g zalezy od stanu wy-
lacznika p i od stanu wylacznika g tak, jak warto$é logiczna koniunkcji p A g
zalezy od wartosci logicznych zdan p, ¢. W zwiazku z tym méwimy krétko, ze

koniunkcj¢ realizuje polaczenie szeregowe.

Pytania

1. Co to jest koniunkcja dwoch zdan ? Scharakteryzowaé kaniunkcj¢ za pomoca
tabelki.
‘2. Poda¢ przyklad czterech koniunkcji, ktdre odpowiadaja czterem przypadkom
w tabl. 3-1.
_ 3. Wyjasénié interpretacje fizyczna koniunkcji.

4. Alternatywa zdan
" Definicja. Zdanie
_ plub g 4.1)
nazywamy alternatywq (sumgq logiczng) zdah p, q i zapisujethy

PN
(znak v czytamy lub).

Alternatywe charakteryzuje tabl. 4-1: alternatywa dwéch zdan jest prawdziwa,
gdy co najmniej jedno z tych dwéch zdar jest prawdziwe, za$ falszywa — gdy oba
zdania sg falszvwe.

11



Na przyklad zdanie
(cos 60° = %) v (cos 90° = 1)

v ARG
jest prawdziwe, gdyz cos 60° = PR natomiast zdanie

(cos 60° = ?) ¥ (cos 607 = @)

§

jest falszywe:

Tabl. 4-1
ALTERNATYWA
P q9 | pPva
0 0 0
0 1 1
1 0 |
1 1 1

Taterpretacja fizyczna alternatywy jest przedstawiona na rys. 4-1. Stan ukladu
utworzonego przez potaczenie réwnolegle wytacznikdw p i g zalezy od stanu wy-
Iacznika p'i od stanu wylacznika g tak, jak wartos¢ logiczna alternatywy p v g
zalezy od wartoéci logicznych zdan p oraz g. W zwiazku z tym méwimy krétko, ze

alternatywe realizuje polaczenie réwnolegte.

Rys. 4-1

Uwaga. Alternatywe zdan zbudowana za pomoca spdjnika lub (symbol v)
nalezy odrézniaé od tzw. alternatywy wykluczajacej, zbudowanej za pomoca spéjnika
albo (symbol V). Zdanie p albo g jest prawdziwe, gdy jedno ze zdai p, g jest
prawdziwe, a drugie falszywe, za$ falszywe — gdy oba zdania maja tg sama warto$c '
logiczna. ’

Na przykiad

8 jest liczba parzysta albo nieparzysta

jest zdaniem prawdziwym, natomiast zdanie

8 jest podzielne przez 2 albo przez 4
jest falszywe.

12



przeczenie koniunkcji. Zdanie

nieprawda, ze p i ¢

te samg warto$¢ logiczna co zdanie ‘
nieprawda, Ze p lub nieprawda, ze ¢

rz .tabl. 4-2). Na przyklad zdanie g

‘ .

2

4 Tabl. 4-2

e nieprawda, ze.cos0° =0 i cos60° =

~(pAg) pAg | p | g |~p| ~q (~p)v(~q)

© | | -
- 0|0 |0
- o=l

O |= O | =
O || ==

nieprawda, ze cos 0° = 0 lub nieprawda, ze cos 60° = —;—
o o 1
cos 0° # 0 lub cos60° # —

2 g
e zdania sa prawdziwe. ) :
:zdania majace t¢ sama warto$¢ logiczng nazywamy rdéwnowaznymi.

Zaprzeczenie koniunkcji dwdch zdan

(e Ng) “42)
wigc rownowazne alternatywie zaprzeczen tych zdan
(~p) v (~9) ' 43)

est to pierwsze prawo de Morgana.

waga. Réwnowaznos¢ ‘zdan (4.2) i (4.3) ustaliliSmy rozpatrujac wszystkie
iwe uklady wartosci logicznych zdan p, g, (por. tabl. 4-2), a mianowicie:

BBy =0  pedas e el melig e
metoda dowodzenia réwnowaznosci zdan nazywa si¢ mefodq zero-jedynkowq.
' Zaprzeczenie alternatywy. Zdanie ; . I

nieprawda, ze p lub ¢

, te sama wartos¢ logiczng co zdanie !

. nieprawda, ze p 1 nieprawda, ze g

13



Sprawdzenie tego metoda zero-jedynkowa pozostawiamy Czytelnikowi.

Na przyklad zdanie
nieprawda, ze cos0° =0 lub cos0° = —%—

ma te sama warto$¢ logiczng co zdanie

nieprawda, ze cos 0° = 0 i nieprawda, ze cos 0° = %
czyli
¥ cos0° #0 i cosO°¢—%—

Oba te zdania sa prawdziw'e.

Zaprzeczenie alternatywy dwdch zdad

~(v a9

jest wiec réwnowazne koniunkcji zaprzeczen tych zdad
(~p) A (~9)
Jest to drugie prawo de Morgana.

Pytania i zadania

4.4)

@4.5)

1. Co to jest alternatywa dwéch zdan ? Scharakteryzowac alternatywg za pomoca

tabelki.

2. Podaé przyklad czterech alternatyw, ktdre odpowiadaja czterem przypadkom

w tabl. 4-1.
*3. Wyjashi¢ interpretacj¢ fizyczna alternatywy.

4. Zanotowaé a) prawo sprzecznosci, b) prawo wylaczonego $rodka, za pomocg

symbolow: ~, v oraz A.

5. Korzystajac z. interpretacji fizycznej koniunkcji oraz alternatywy, poda¢ in-
terpretacje fizyczna prawa sprzecznofci oraz prawa wylaczonego $rodka.

6. Co to s3 prawa de Morgana? Podac interpretacj¢ fizyczng.

7. Zapis a < b oznacza, ze (a < b) v (@ = b). Wyjasnié dlaczego zdania 1 < 1

oraz 1 < 2 sa prawdziwe, za§ zdanie 1 <C 0 jest falszywe.

8. Na czym polega metoda zero-jedynkowa? Sprawdzié za pomoca tej metody,
7e zdanie (4.4) ma t¢ sama warto§¢ logiczng co zdanie (4.5), bez wzgledu na

wartosci logiczne zdan p, q.

5. Implikacja (wynikanie)

Definicja. Zdanie
jezeli p, to g

(5.1)

nazywamy implikacjq (wynikaniem) o poprzedniku p oraz nastepniku q i zapisujemy

Perq
(znak = czytamy: implikuje lub z ... wynika ...).

14
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Implikacje charakteryzuje tabl. 5-1. Implikacja jest prawdziwa w kazdym przy-
padku z wyjatkiem jednego: gdy poprzednik jest prawdziwy i nastgpnik jest fal-
szywy.

Tabl. 5-1
IMPLIKACJA
|
P i q/ | p=q
0o | o 1
R R
ik
1l 1

- W mowie potocznej nie uzywamy stowa wynika w tak szerokim znaczeniu,
jak to okresla tabl. 5-1. Na przykiad nie ma potrzeby mowi¢ o wynikaniu w przy-
padku; gdy poprzednik i nastgpnik sa falszywe. W matematyce natomiast stowo
wynika uzywane jest w takim wiasnie szerokim znaczeniu. Wyjasnimy to na przy-
kiadzie. Rozwazmy zdanie

jezeli  n jest podzielne przez 4, to n jest podzielne przez 2 - (5.3)

14 q

Zdanie (5.3) ma posta¢ implikacji p = ¢; jest ona w ramach arytmetyki prawdziwa,
gdyz kazda liczba naturalna n, ktdra dzieli si¢ przez 4, dzieli si¢ takze przez 2.
W zwiazku z tym mowimy, ze zdanie ¢ wynika ze zdania p. Nie robimy przy tym
iadnychvzastrzeieﬁ co do liczby naturalnej n, co jest réwnoznaczne z uznaniem
véynikania (5.3) za prawdziwe dla kazdego naturalnego n. Zauwazmy, ze dla n = 6
zdanie p jest falszyvwe i zdanie g jest prawdziwe, dla n = 7 oba te zdania sa falszywe,
zas dla n = 8 oba zdania sa prawdziwe. Wykluczony jest tu tylko jeden przypadek:
gdy poprzednik p jest prawdziwy i .nastgpnik g jest falszywy (por. tabl. 5-1). Wyni-
kanie ma wigc w matematyce to samo znaczenie; co implikacja.

: Streszczajac okreSlenie implikacji (wynikania) powiemy, ze

.z prawdy wynika'tylko prawda

oraz
f z falszu moze wynikaé zaréwno prawda jak i falsz

. Uwaga. Poniewaz kazde twierdzenie matematyczne mozna wypowiedzie¢ w po-
staci implikacji wediug schematu

jezeli ZALOZENIE, to TEZA

Wiec nalezy pamigtac, ze spelnienie zalozen (prawdziwo$¢ poprzednika) zapewnia
prawdziwosé tezy, jezeli natomiast zalozenia nie sa spetnione (falszywo$¢ poprzed-
Qika), to moze si¢ zdarzy¢, ze-teza jest prawdziwa i moze si¢ zdarzyé, ze teza jest
falszywa.
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Zaprzeczenie implikacji. Zdanie
nieprawda, ze jezeli p to q

na t¢ samg warto$¢ logiczna co zdanie

p inie g
(por. tabl. 5-2).
Tabl. 5-2
~(p=9) p=>q | P . q 1 ~q § pA(~9)
0 1 071 0l 0
0 LB S8
1 0 S A B
v 1 gl e S e

Na przyklad zdanie
nieprawda, ze jezeli 1-(1—-1) = 2-(1—-1) to 1 =2
(prawdziwe) ma tg¢ sama wartos$c logicinq co zdanie »
(1<) =2-(1=1)i 12
Zaprzeczenie implikacji

~(p=q) : (5.4)

jest wiec réwnowaine koniunkcji
PN (~a) (5.5

Jednym z najczgsciej stosdwanych praw logiki, jest
Regula odrywania. Jezeli prawdziwe sq
wynikanie p = q oraz zdanie p
to prawdziwe jest zdanie q.

Przyklad. Z arytmetyki wiadomo, ze implikacja: jezeli suma cyfr liczby natu-
ralnej dzieli si¢ przez 3, to ta' liczba dzieli si¢ przez 3, jest prawdziwa. Zdanie:
suma cyfr liczby 723 dzieli si¢ przez 3, jest takze prawdziwe. Na podstawie reguly
~ odrywania mozemy wiec stwierdzi¢, ze liczba 723 dzieli si¢ przez 3.

Nazwe regula odrywania uzasadnia sie tak: Jezeli prawdziwe sa: implikacja
. p=q oraz poprzednik p, to mozra z tego kontekstu oderwaé (wyodrebnic)
nastepnik ¢, nadajac mn samoistny byt i przyja¢ go jako zdanie prawdziwe (por.
tabl. 5-1).
Prawo przechodniosci implikacji. Jezeli prawdziwe sq dwie implikacje
p=gq,oraz q=r :
1o prawdziwa jest implikacja |

17=>r
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-Przyklad. Poniewaz prawdziwe sa dwie implikacje

. Sa = 225° = o = 45°, oraz & = 45° = tga = 1,
vigc prawdziwa jest implikacja
. o B ol DR s b e L

Zaréwno regula odrywania jak i prawo przechodniosci implikacji naleza do
tyk:h praw logiki,- ktore uwazamy za najzupelniej oczywiste i zrozumiale. Dlatego
w dowodach matematycznych powotujemy si¢ wyraznie na te prawa tylko w wy-
{ "jﬁtkowych okolicznos$ciach.. Nalezy jednak pamigta¢, ze prawa te stanowia wraz
'z innymi prawami logiki fundament wszelkich dowodéw matematycznych.

Pytania i zadania

1. Co to jest implikacja (wynikanie)? Scharakteryzowa¢ implikacj¢ za' pomoca
tabelki.

2. Podac¢ przykiad czterech implikacji, ktére odpowiadaja czterem przypadkom
w tabl. 5-1.

3. Omoéwi¢ zaprzeczenie a) koniunkcji, b) alternatywy, ¢) implikacji.

4, Oceni¢ (w ramach matematyki) warto$t logiczng zdania

1
a) jeZC]l sin 30 -2 , to sin 15° it

5k bl 6071 il 30° _;_

©) jedeli 12t 3 Fwl
N/ d) jezeli 10ty 2l

5. Poda¢é a) regule odrywanfa-, b) prawo przechodniosci implikacji.
6. Udowodnié, ze zdanie p = g ma t¢ sama warto$¢ logiczng co zdanie (~p) v g.

6. Warunek Kkonieczny. Waninek wystarczajacy

| Jezeli
' ze zdania p wynika zdanie ¢

p jest warunkiem wystarczajqcym dla g
tomiast '
q jest warunkiem koniecznym dla p

Zamiast warunek wystarczajqcy mowimy tez warunek dostateczny.
Przyklady
Podzielnoéé liczby n przez 4 jest warunkiem wystarczajacym podzielnosci

::fczby n przez 2.

g Matematyka :
¥



Podzielnosé liczby n przez 4 nie jest warunkiem koniecznym podzielnééci
liczby n przez_ 2, o czym $wiadczy przyklad liczby 6, ktdra jest podzielna przez 2,
lecz jest niepodzielna przez 4.

Podzielnosé liczby n przez 2 jest warunkiem koniecznym podzielnodci liczby
n przez 4.

Podzielno$é liczby n przez 2 nie jest warunkiem wystarczajacym podziel-
noéci liczby n przez 4, o czym $wiadczy przyklad liczby 6.

Warunek konieczny oraz warunek wystarczajacy sa to pojecia rézne. Jak zo-
baczyliSmy. na przyktadach, '
warunek wystarczaiacy dla p moze nie by¢ warunkiem koniecznym.
dla p

oraz

warunek konieczny dla p moze nie byé warunkiem wystarczajacym
dla p /

Moze sie zdarzy¢, ze warunek konieczny dla p jest jednoczesnie warunkiem
wystarczajacym dla p. Mowimy wéwczas, ze jest to warunek konieczny i wystar-
czajqcy. i

Na przyklad podzielno$é przez 2 i przez 5, jest warunkiem koniecznym
i wystarczajagcym podzielnosci przez 10. Odpowiednia réwnosé¢ dlugosci
trzech bokéw jednego trojkata trzem dlugosciom bokéw drugiego trojkata,
stanowi warunek konieczny i wystarczajacy przystawania tych trojkatow.

Zato%zenia w prawdziwym twierdzeniu stanowia warunek wystarcza-
jacy na to, zeby teza tego twierdzenia byla prawdziwa. Zalozenia te moga
jednak nie stanowi¢ warunku koniecznego. Na przyklad jezeli trojkat jest row-
noboczny (zalozenie), to promient okregu wpisanego jest réwny 1/3 wysokosci
tréjkata (teza); zalozenie nie jest w tym przypadku warunkiem koniecznym dla
tezy, o czym $wiadczy przykiad tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych 4
- (podstawa) i 3 (wysoko$¢), ktory nie jest réwnoboczny i dla ktérego promient
okregu wpisanego réwny jest 1, czyli 1/3 wysokosei.

; Pytania

1. Co to jest a) warunek konieczny, b) warunek wystarczajacy, c) warunek
konieczny i wystarczajacy?

2. Podac przyklad twierdzenia, ktérego zatozenia a) stanowig warunek konieczny
i wystarczajacy dla tezy, b) nie stanowia warunku koniecznego dla tezy.

7. Réwnowaznosé¢ zdan
Definicja. Réwnowasnodé¢ zdan p i q jest to zdanie orzekajace, ze zdania p i g

maja te sama wartos¢ logiczna.
Réwnowazno$¢ zdan p, g oznacza prawdziwos¢ dwoch implikacji

p = q, oraz odwrotnej do niej g = p
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@or tabl. 5-1). Pierwsza z tych implikacji mozna odczytaé krotko: p tylko wtedy,
&Ay g (p jest warunkiem wystarczajacym dla g). za$ druga: p wredy, gdy g (p jest
warunkiem koniecznym dla g). W zwigzku z tym réwnowaznos$¢ zdan p i ¢ wypo-
Madamy tak:

p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ @:1)

w Zdame (7.1) zapisujemy
peq (7.2}
(zﬁak <> czytamy: wtedy i tylko wtedy, gdy). Réwnowaznos¢ (7.2) charakteryzuje
tabl. 7-1.

A\

Tabl. 7-1
i ROWNOWA ZNOSC
P q P<q |
0 0 1
g 0 1 0
& 1 0 0o
! 1 1 1

Jezeli réwnowazno$é (7.2) jest prawdziwa, to zdania p oraz ¢ nazywamy zda-
mamz rownowaznymi.
Dwa zdania réwnowazne si to zatem takie dwa zdania, ktore maja te sama
‘warto.% loglcznq oba s3 prawdziwe albo oba sa falszywe (por. str. 13).
- Na pizyklad

2x—4=0x=2
x—y<0ex<y

: /Za pomoca symbolu réwnowaznosci wygodnie jest zapisa¢ wiele praw logiki.
‘Na przyklad

 Prawa de Morgana: , e

3 ~(p A ge[(~p) v (~9)] (1.3)
o ~(pv a)=[(~p) A (~0)] (7.4)
~ Prawo podwojnego zaprzeczenia:
. 4 p<~(~p) (7.5)
7_;‘-‘; Prawo zaprzeczenia implikacji:

g ~(p=q)=[pr(~a)] (1.6)

Pytania i zadania
1. Co to jest réwnowaznos¢ dwéch zdan? Scharakteryzowa réwnowazno$¢
za pomocg tabelki. A
2. Co to znaczy, ze dwa zdania sa réwnowazne? Poda¢ przyklady zdafi rowno-
waznych a nastepnie takich, ktére nie sa réwnowazne.
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3. Sprawdzi¢ metoda zero-jedynkowa prawdziwos¢ réwnowaznosci a) (7.5),
b) (7.6), ©) (p=>q) = [(~9) = (~p)) d) [(» A-~g)= ~pl=(p=q).
4. Czy dwa zdania
a) s e orazin il
bYix* 1. 'oraz xi=11

sa réwnowazne dla kazdego rzeczywistego x?
5. Czy dwa zdania

a) sin 30° = 1/2 oraz' cos 307 = —;—
b) 2r<Bidsorar 3>2
c) sino =1, oraz cosa =0
) isintiali=11 oraz cosa =0

s3 réwnowazne ? y

8. Forma zdaniowa

Definicja. Forma zdaniowa (junkcja zdaniowa) z jedna zmienng,okreslona
w dziedzinie D, jest to takie wyrazenie zawierajace t¢ zmienng, ktére staje si¢
zdaniem, gdy na miejsce zmiennej podstawimy dowolny element zbioru D.

Na przyktad wyrazenie :

x jest liczba pierwsza 2 (8.1)
jest forma zdaniowa z jedna zmienng x. Dziedzina tej formy moze byé np. zbiér
liczb naturalnych. Podstawiajac do formy zdaniowej (8.1) liczb¢ 7 na miejsce zmien-
nej x, dostajemy zdanie prawdziwe, natomiast podstawiajac liczb¢ 8 na miejsce x,
dostajemy zdanie falszywe. :

Kazde réwnanie jest forma zdaniowa. Na przykiad réwnanie
‘ x?—1=0 : (8.2

jest formg zdaniowa zmiennej x.
Kazda nieréwno$éé jest forma zdaniowa. Na przyklad nieréwnosé

22—4z <0 (8.3

jest formg zdaniowa zmiennej z.

Mdéwimy, ze pewien element spelnia forme zdaniowg, jezeli podstawiajac go do
tej formy na miejsce zmiennej dostajemy zdanie prawdziwe.

Na przyklad liczba 11 spenia form¢ zdaniowa (8.1), natomiast liczba 12 nie
spetnia tej formy.

Forme zdaniowa nazywamy tozsamoSciowq, jezeli spehia ja kazdy element,
natomiast sprzeczng — jezeli nie spelnia jej zaden element (z dziedziny tej formy).

' Na przyklad réwnanie (x+1)>~2x = x2+1 oraz nieréwno§¢ (x+1)> > 2x sa

w dziedzinie liczb rzeczywistych tozsamo$ciowe, za§ réwnanie x2+1 = 0, oraz
nieréwno$¢ x2+1 << 0 sg sprzeczne.
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. Dwie formy zdaniowe majace wspdlna dziedzing nazywamy rownowaznymi,
Edy kazdy element, ktéry spetnia pierwsza z nich spelnia takze druga i na odwrot.
. Na przyklad nierdwnosci
g —x*+4x <0, oraz x*—4x>0

;q rownowazne, gdyz spelnia je kazda taka i tylko taka liczba, ktéra jest ujemna
lub wieksza od 4.

Jezeli forma zdaniowa p (x) jest réwnowazna formie zdaniowej ¢'(x), to piszemy

p(x)<>q(x)
Na przyktad
! —Xx24+4x < 0<>x?—-4x >0

Za pomoca spojnikéw zdaniotwoérczych (~, v, A, =, <) mozna bu-
dbwaé formy zdaniowe zlozZone, np. :
TP =1i=0) i x> 3

‘ },I (Rozpatruje si¢ takze formy zdaniowe z dwoma iub wigksza liczba zmiennych.
Na przyklad
o x+y=3, x+y<2, x*+y-2z3>2, @itp.

Pytania i zadania

. L Co to jest forma zdaniowa z jedna zmienna? Podaé przyklady i okresli¢
w kazdym z nich dziedzing.

Co to znaczy: element spelnia form¢ zdaniowa?

Znalezé taka warto$¢ x, dla ktérej forma zdaniowa a) x2 > 5 A x € —2,
h)ixi=2xvix > 10, e)x? > = 22 d) et =0 eix? =27 | jest ipraw-
dziwa, a nastepnie taka, dla ktdrej ta forma jest falszywa.

Co to znaczy, ze forma zdaniowa jest a) tozsamos$ciowa, b) sprzeczna? Po-
da¢ przyklady.

Kiedy dwie formy zdaniowe sa rownowazne? Podaé przykfady.

' 9. Kwantyfikatory

| Sposrdd licznych zwrotéw jakimi postugujemy si¢ w matematyce przy formutowa-
‘niu zdan orzekajacych, na szczeg6lna uwage zaslugujg dwa; }

' dla kazdego x... ‘ ©.1)

oraz
' istnieje takie x, Ze ... 9.2)

.~ Te dwa zwroty nazywamy kwantyfikatorami,: zwrot (9.1) jest to tzw. kwanty-
fikator ogélny (albo duzy), ktéry oznaczamy symbolem

A

x
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I
natomiast zwrot (9.2) jest to tzw. kwantyfikator szczegolowy (albo maly), ktory

oznaczamy symbolem .
Vv

Jezeli forme zdaniowa z jedna zmienna poprzedzim'y kwantyfikatorem odnoszacym |
si¢ do tej zmiennej, to otrzymamy zdanie (prawdziwe albo falszywe).
Na przyklad zdanie

jest falszywe, natomiast zdanie

jest prawdziwe (w obu przypadkach zakladamy milczaco, ze funkcja zda- |
niowa x2—1 = 0 rozpatrywana w dziedzinie, do ktérej naleza —1 lub 1).
Kwantyfikatory ulatha]q $ciste, jednoznaczne wypow1adame zdan. Na
przyklad zdanie
w trojkacie prostokatnym kwadrat dtugosci jednego boku
réwna sie sumie kwadratéow ditugosci dwach bokéw pozostatych
jest takim sformulowaniem twierdzenia Pitagorasa, ktére moze budzi¢
réine watpliwosci, np.: czy w kazdym tréjkacie prostokatnym? Czy kwa-
drat diugosci kazdego boku réwna sie...? Mozna jednak unikng¢ tych wat- |
pliwosci, korzystajac z kwantyfikatorow:
w kazdym tréjkacie prostokatnym istnieje taki
bok, ktorego kwadrat dtugosci rowna sie sumie kwadra-
tow diugosci dwoch bokoéw pozostatych.
Wiemy, ze bok o ktoérego istnieniu méwi to zdanie jest przec1wprostokatna, ‘
natomiast dwa pozostale boki — to przyprostokatne. Dlatego tw1erdzeme
Pitagorasa wypowiadamy zazwyczaj tak: '
w kazdym trojkacie prostokatnym kwadrat dlugoscv
przeciwprostokgtnej rowna sie sumie kwadratow '
diugosci przyprostokatnych.

W wielu przypadkach pomijamy w wypowiedzi lub w zapisie kwantyﬁkator% lf
ogolny majac na wzgledzie prostotg sformutowania.
Na przyklad zamiast

A A (a+b)? = a?+2ab+b?
a b S
(czytamy tu: dla kazdego a i dla katdego b ...) piszemy krétko
(a+b)* = a*+2ab+b?

|

b
Zaprzeczenie zdania z kwantyfikatorem. Niech p(x) oznacza forme zdamowa 1

zmiennej x. Zdania:

o~ Q p(x) (‘) 3)
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V. ~p(x) 99

ja te sama wartos¢ logiczna. Prawdziwa jest zatem réwnowazno$é
~AP(x)eV ~p(x) ‘ 9.5)

ora przedstawia sposéb zaprzeczania kwantyfikatora ogélnego.
Zaprzeczeniem zdania A p(x) jest zdanie V ~p(x).
X . A x

Na przyklad chcac udowodni¢, ze zdanie
Ax2=1=0

t falszywe, wystarczy udowodni¢ prawdziwos¢ zdania
~Axt=1=0

wiec zdania
' V~(x2—1=0) czyh v x*—1#0
" awdziwosé tego ostatniego zdania latwo stwierdzi¢ przyjmujac np x = 0.
Zauwazny nastqpme ze zdania:

~V pix)

2z
“ A ~p(¥)

3 e samg warto$¢ logiczng. Prawdziwa jest zatem réwnowazno$é
~V px)e A ~p(x) 9.6)
X x

6ra przedstawia sposob zaprzeczania kwantyﬁkatora szczegotowego.
Zaprzeczeniem zdania \/ p(x) jest zdanie A ~p(x).
i A 5 x

i Pytania i zadania

1. Co to jest a) kwantyfikator ogdlny, b) kwantyfikator szczegotowy? Podaé
przyklady zdan z kwantyfikatorami.

2. Omowié zaprzeczenie zdania z kwantyfikatorem a) ogdlnym, b) szezegélowym.

- 3. Ktdre z nastepujacych zdan sa prawdziwe, a ktore sa falszywe

’ a) Asin2a = 2sinacosa, b) /\sm2a—"sma,

c) Vsin2a=2$inacosd? d) Vsm2a = 2sina,
e) ~ AVx%=x, | ‘~V]/x2=-»x,
g ~AV3=x, - b ~VyY=x
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10. Dedukcyjna struktura matematyki

Celem matematyki jest badanie wlasciwosci tych pojeé abstrakcyjnych, ktore |
powstaly w zwiazku z obserwacja ilosci i ksztaltu w szerokim rozumieniu tych |
terminéw. Sa to tzw. pojecia matematyczne; naleza do nich np. punkt, prosta, |

réwnoleglosé, liczba naturalna, réwnosé liczb i”wiele innych.

Pojecia pierwotne. Spo$rod poje¢ matematycznych wyrézniamy takie, ktore
uznajemy za tzw. pojecia pierwotne i nie okreslamy ich. Wybdr pojec plerwotnych
moze byé réznorodny i bywa uwarunkowany wzgledami rozmaitej natury, nierzadko

przeswiadczeniem, ze znaczenie ich jest powszechnie znane. W geometrii pojeciem

pierwotnym jest np. punkt, w arytmetyce — liczba naturalna.

Definicje (okreslenia). Kazde pojecie matematyczne, ktdre nie zostalo zaliczone
do poje¢ pierwotnych musi byé okreslone, czyli zdefiniowane. Definicja jest zda-
niem, ktére ustala nazwe nowo wprowadzanego pojgcia, oraz wyjasnia jego znaczenie
za pomoca pojeé pierwotnych lub pojeé okreslonych poprzednio (w systematycznym
wyktadzie danej nauki). Na przyklad zdanie

tréjkatem nazywamy wielobok o trzech bokach (10.1)

jest definicja trdjkata. Zdanie to orzeka, ze

1° kazdy wielobok o trzech bokach nazywamy tréjkatem (ekstenzjonalnosé |

definicji, od slowa lac. extendere — rozposcierac)
2° tylko wielobok o trzech bokach nazywamy tréjkatem (wylqcznosé defi-

nicji).
Definicj¢ (10.1) mozna sformutowaé inaczej, np.
trojkat jest to wielobok o trzech bokach (10.2)
lub ) :
trojkat jest to taki wielobok, ktéry ma trzy boki (10.3)

Zdania (10.1), (10.2) i (10.3) uwazamy za réwnoznaczne.

Aksjomaty. Twierdzenia. Matematyke formuluje si¢ w twierdzeniach. Sposréd
twierdzen wyrézniamy takie, ktore przyjmujemy bez dowodu. Sa to tzw. aksjo-
maty (od grec. stowa axioma — przyjmuj¢ za wiarygodne), zwane tez niekiedy
pewnikami. Podobnie jak wybor po;qc pierwotnych, wybdr aksjomatow moze by¢
réznorodny. Tres¢ zadnego aksjomatu nie moze by¢ sprzeczna z trescia innego
aksjomatu. Na og6t staramy si¢ o to, zeby tres¢ aksjomatow byta prosta i oczywista.
Stad wywodzi si¢ .nazwa pewnik. A

Kazde twierdzenie matematyczne, ktdre nie zostalo zaliczone do aksjomatow,
musi by¢ udowodnione. Dowéd matematyczny opiera si¢ na prawach logiki. Zgod-

‘ no$é z trescia tych praw jest jedynym i ostatecznym kryterium poprawnosci dowodu
matematycznego. ’

Nauka, w ktorej przyjmuje sig bez okreslenia pojecia zwane pierwotnymi oraz
bez dowodu twierdzenia zwane aksjomatami, a nastepnie kaide pojecie’ okresla
si¢ i kazde twierdzenie dowodzi sig zgodnie z prawami logiki, nazywa si¢ nauka
aksjomatyczno — dedukcyjng (deductio — zwany po lacinie wyprowadzenie).
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Matematyka jest nauka aksjomatyczno — dedukcyjna.
Dowody matematyczne maja réznorodna budowe.
Dowéd wprost polega na tym, ze uwazajac wszystkie zalozenia (po-
yrzednik implikacji) za spetnione (prawdziwe) rozumujemy dotad, az doj-
ziemy do wniosku, Ze feza (nastepnik implikacji) jest prawdziwa.
W dowodzie wprost korzystamy miedzy innymi z reguly odrywania oraz z prawa
zechodniosci implikacji.
Dow6d nie wprost polega na tym, ze uwazajgc wszystkie zalozenia za
etnione (prawdziwe) dotaczamy do nich hipoteze,.bgdaca zaprzeczeniem
zy. Nastepnie rozumujemy dotad, az dojdziemy do wniosku, ze taka koniunkcja
lozer i hipotezy jest badz falszywa sama w sobie, badZ wynika z niej zdanie falszywe
np. zaprzeczenie aksjomatu lub twierdzenia, ktére zostalo juz udowodnione). W obu
zypadkach wnosimy, ze koniunkcja zalozen i hipotezy jest falszywa, a poniewaz
lozenia uznalismy za prawdziwe, zatem hipoteza jest falszywa. Zaprzeczenie tezy jest
ec zdaniem falszywym, a zatem teza jest prawdziwa.
Dow6d nie wprost przeprowadzamy czesto w ten sposob, ze z koniunkcji
A (~gq) zalozenia p i zaprzeczenia tezy ~gq wyprowadzamy zaprzeczenie zafo-
ia, czyli stwierdzamy prawdziwos¢ zdania (p A ~ q) = ~p. Nastepnie korzystamy
Ownowaznosci p

' [(pAr ~q9)= ~pl<(p=q)
. zad. 3d. str 20), na podstawie ktérej wnosimy o prawdziwosci implikacji
g. Poniewaz poprzednikiem tej implikacji jest zalozenie p, ktére uznalismy za
wdziwe wigc nastgpnik g jest takze prawdziwy.
Kontrapozycja twierdzenia. Rozwazymy twierdzenie w postaci implikacji
' Z=1. (10.4)

re nazwiemy prostym, gdyz stanowi ono dla nas punkt wyjscia.

Twierdzenie

T=2Z (10.5)
ywamy odwrotnym-.do twierdzenia (10.4), twierdzenie
~Z a2 ~T (10.6)

wamy przeciwnym do (10.4), natomiast twierdzeni~
~T=>n~Z (10:7)

ywamy twierdzeniem przeciwstawnym do (10.4), albo kontrapozycja tego
erdzenia. Metoda zero-jedynkowa nietrudno sprawdzic, ze twierdzenia ‘

~

proste 1 przeciwstawne
laja zawsze t¢ sama wartos¢ logiczna, podobnie jak twierdzenia

- odwrotne i przeciwne )
”" Yo . . . - Hls I3
Jowod twierdzenia (10.4) mozna wigc zastapi¢ dowodem kontrapozy-

1 (10.7) tego twierdzenia, z czego czgsto korzystamy w praktyce.
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Zwracamy uwage, ze twierdzenie proste moze mieé inng warto$é logiczna niz
twierdzenie odwrotne do niego.

Kwadrat logiczny. Fakt, ze implikacje: prosta (10.4) i przeciwstawna (10.7),
oraz odpowiednio odwrotna (10.5) i przeciwna (10.6) maja t¢ sama warto$¢ logiczna,
czyli ze sa rownowazne: \

(Z=>T)e (~T= ~2) (10.8)
oraz
(T=2)s(~Z=~T) (10.9)

mozna przedstawi¢ na rysunku zwanym kwadratem logicznym (rys. 10-1). Implikacje
zaznaczone przy korcach tej samej przekatnej kwadratu sa réwnowazne. Stad wy-
nika, ze prawdziwo$¢ dwéch implikacji zaznaczonych na rys. 10-1 przy korcach

Zeom T=d

Odwrotne

N%

7
72

Zamkniety uklad twierdzen
Przeciwne
) 3,
5
WAz
Przeciwne
Zamkniety uklad twierdzen

Odwrotne

2
=
J

¢
N

Rys. 10-1

jednego boku kwadratu (ktéregokolwiek) zapewnia prawdziwo$¢ wszystkich czte-
rech implikacji (10.4)—(10.7). Zauwazmy, Zze poprzedniki implikacji zaznaczonych
na rys.10-1 przy konicach tego samego, umieszczonego pionowo boku (Z oraz ~Z
i odpowiednio T oraz ~ T) wyczerpujq wszystkie mozliwosci, za$ nastepniki kazdej
z tych par implikacji wykluczajq si¢ wzajemnie. Uklad implikacji majacy t¢ wiasci-
wos¢ nazywamy zamknietym ukladem implikacji. Kazda z dwéch par twierdzen

2w linZ=s T (10.10)
oraz
T=Zi~T=~Z (10.11)

stanowi wiec zamkniety uklad twierdzen. Z prawdziwosci wszystkich twierdzen
stanowigcych ukfad zamknigty (twierdzen tych moze by¢é wigcej niz 2) wynika
prawdziwosé wszystkich twierdzen do nich odwrotnych. W przypadku ukladu
(i0.10) oraz uktadu (10.11), fakt ten wynika z réwnowaznosci (10.8) i (10.9) —
por. rys. 10-1 ?
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' ‘Pytania i zadania

Wy_]asmc znaczenie terminu a) pojecie pierwotne, b) aksjomat, c) dedukcja.

Scharakteryzowac pokrétce dowdd a) wprost, b) nie wprost.

3 {)mowxc zwiazki miedzy twierdzeniami: prostym, odwrotnym, przeciwnym
i przeciwstawnym (kontrapozycja). .

Udowodni¢ metoda zero—_yedynlgowq praWlewosc rownowaznosci

a) (Z=T)s(~T=>~2),b) (T=2)s(~Z= ~T).

Udowodni¢ metoda zero-jedynkowa falszywosé réwnowaznosci

Q‘(Za e (T=2), b){(~Z=~T)s(~T= ~2).

Co to ]est a) kwadrat loglczny, b). zamkmety uklad twierdzen ?

Odpowmdzn do rozdz. I
. 2) 0, b) 1, 0) 0, d) 1, e), f) nie ma, g) 1, h) 1, i) nie ma.
. nie, gdyz liczba @ moze byé réwna 2. -
e e 4
a) ~[p A (~p) b)-p v (~p).
: ; %
a), b) nie. 5. a) tak, b) tak, ¢) nie, d) tak. ;
v Bl 9,
a), ¢), d) e) ~préwdziwe, b), f), g), h) falszywe.

\
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Rozdziat 11

ZBIORY

11. Pojecie zbioru

Pojecie zhioru zaliczamy do pojeé pierwotnych matematyki i nie okreslamy go.
Zamiast zhior méwimy tez mnogosé, a w pewnych przypadkach rodzina lub przestrzen.
Jezeli przedmiot a nalezy do zbioru A, to piszemy

ac A (11.1)

(znak e czytamy: nalezy do ...). Jezeli a € A, to méwimy, ze przedmiot a jest ele-
mentem zbioru A.

Jezeli przedmiot a nie jest elementem zbioru A, to piszemy a ¢ A4, (znak ¢ czy-
tamy: nie nalezy do ..).

Przez zbior elementéw majgcych wlasnosé W rozumiemy zbiér wszystkich
i tylko takich elementéw, ktdre maja t¢ wlasnosc.

Zbior elementéw x majacych wlasnos¢ W(x) oznaczamy symbolem

{x: W(x)}

Przyklad. Méwiac zbior liczb calkowitych, rozumiemy przez to zbiér wszystkich
liczb catkowitych i tylko liczb catkowitych.
Oznaczamy przez N zbiér liczb naturalnych. Mamy wowczas
1eN, 5eN, 0¢N, V2¢N
Definicja. Zbior, ktérego wszystkimi elementami sa a;, 4, ..., @, nazywamy
zbiorem skorczonym i oznaczamy {a;, d,, ..., ,}.
Na przyklad zbiér Z liczb pierwszych mniejszych od 12 ma 5 elementow, wigc
jest skonczony: :
Z = aon 3 sl
Rozszerzajac pojecie zbioru znane z zycia codziennego, bedziemy rozwazac takze:
_ zbiér jednoelementowy (jednostkowy) {a}, ktérego jedynym elementem jest a
np. zbiér {2} pierwiastkéw réwnania 2x—4 = 0,
zbior pusty, tj. zbior, do ktdrego zaden elemént nie nalezy, np. zbior pierwiastkow
réwnania x+ 1 = x. Zbiér pusty bedziemy oznacza¢ symbolem .

¥
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Deﬁnlqa. Zbidr, ktéry nie jest skonczony ani pusty, nazywamy zbiorem nie-

Na przyktad zbidr liczh pierwszych jest nieskoriczony.
Definicja. Méwimy, ze zbidr A jest réwny zbiorowi B i piszemy

A=B (11.2)
dy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B i kazdy element zbioru B
elementem zbioru 4.
Dwa zbiory réwne maja te same elementy.
Rownos$é zbiordow jest w Scistym zwiazku z rownowaznoscia form zda-
ych, a mianowicie réwnos¢ zbiorow

‘ {xip(x)} = {x:q0()}
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy formy zdaniowe p (x) oraz g (x)sa réwnowazne
li gdy

.

/’}'p(x)aq(x)

Definicja. Jezeli kazdy element zbioru 4 nalezy do zbioru B, to-mdéwimy, ze
or A zawiera sie w zbiorze B i piszemy

AcBuubB->4 (11.3)
ak < czytamy: zawiera sie W ...) i

Jezeli A < B, to A nazywamy podzbiorem zbioru B, za$ B — nadzbiorem
oru A.

Z definicji zawierania si¢ zbioru w. zbiorze wynika, ze

OcA oraz Ac A

Prawdziwe sa nastepujace zdania

[(A=B)A(B<=C)]=(Ac=C) _ (11.4)
wieranie si¢ zbioru w zbiorze jest przechodnie), oraz
[(Ac=B)r(Bc A)]<=(A= B) (11.5)

‘ Oznaczamy przez C zbiér liczb calkowitych, oraz przez R — zbi6r ]lCZb rzeczy-

‘wistych. Mamy wowczas N < C i G < R. Zbiér N jest podzbiorem zbioru C.
’bidr R jest nadzbiorem zbioru C.
Jezeli zbior A nie zawiera sie w zbiorze B, to piszemy A ¢ B. Na przyHad
¢ N, o czym $wiadczy liczba 0, gdyz 0 C i 0¢N.
Zawieranie si¢ zbioru w zbiorze jest w $cistym zwiazku z wynikaniem
plikacja), poniewaz _
{x:p(0)} = {x:q(x)}
dy i tylko wtedy, gdy o

’ ARE) =g

DXe}



Na rys. 11-1 przedstawiona jest interpretacja geometryczna relacji zawierania sie.

Uwaga. Relacjg nazywamy kazdy stosunek (zwiazek) miedzy przedmiotami;
réwnoS¢ zbioréw, podzielnosé liczb, réwnoleglos¢ prostych, sa to wszystko przyktady
relacji. '

Rys. 11-1

Pytania

1. Podaé znaczenie termingw a) element zbioru, b) zawieranie sie zbioru w zbio-
IZ€, C) rownosé zbioréw, d) zbidr skoriczony, e) zbidr pusty, f) zbidr nieskon-
czony, g) zbidr Jednoelementowy, h) podzbidr zbioru. ‘

2. Wyjasni¢ zwigzek migdzy réwnosciq zbioréw i réwnowaznosciq form zdanio-
wych.

3. Wyjasni¢ zwigzek migdzy zawieraniem sie zbioru w zbiorze 1-wynikaniem.
4. Jakie zbiory liczb oznaczamy N, C i R? gl

12. Dzialania na zbiorach

-Njech beda dane dwa zbiory: 4 i B.

Definicja. Zbisr przedmiotéw, z ktérych kazdy nalezy do4 i do B nazywamy
iloczynem (czgscia wspolng) zbioréw A4, B i Oznaczamy

AN B

Definicja. Zbisr przedmiotéw, z ktdrych kazdy nalezy do 4 lub do B na-
zywamy sumq zbioréw A, B i oznaczamy

y 4AuUB

Definicja. Zbiér przedmiotéw, z ktérych kazdy nalezy do 4 i nie nalezy
do B nazywamy réznicq zbioréw A, B i oznaczamy

4A—-B
Przyklady
AnA:A,AUA:A, NnC=N,NuC=C,N—C=0

{L,3.6 71N 1{234 5 6= 3, 6)
{,3.6 700 (2,3,4,56 =11,2 345 6, 7}
- e sl
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rpretacja geometryczna iloczynu, sumy i réznicy zbioréw przedstawiona jest
12-1, 12-2i 12-3.

finicja. Zbiory 4, B nazywamy rozlqcznymi, jezeli nie maja wspdlnego elementu,
ezeli A "B = O.
Na przyklad zbidr liczb dodatnich jest roztaczny ze zbiorem liczb ujemnych.

T

Rys. 12-1

- W rozwazaniach naszych ograniczamy si¢ przewaznie do zbioréw, ktdre sa
dzbiorami pewnego ustalonego zbioru, zwanego w takim przypadku przestrzeniq.
- Niech zbiér A bedzie podzbiorem przestrzeni U.

Definicja. Dopelnienie A' zbioru A (do przestrzeni U) jest to zbiér
U-4 (12.1)

Na przyKtad dopetnieniem zbioru liczb ujemnych do zbioru R jest zbior liczb
nieujemnych. ;

Niech W oznacza zbidr liczb wymiernych, za§ IW — zbior liczb niewymiernych.
Traktujac R za przestrzen, mamy woéwczas rownosé
: W =Iw

poniewaz W = R—IW. : :
; Na rys. 12-4 przedstawiona jest interpretacja geometryczna dopelnienia zbioru
A do przestrzeni U.

Rys. 12-4
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Iloczyn, suma, réznica i dopelnienie zbioru sa w $cistym zwiazku
z formami zdaniowymi, a mianowicie

(x:p(0) A g0} = {x:p (O} N {x:a ()}

koniunkcja iloczyn zbioréw
form zdaniowych

L ) v g} = {xip @} U {x:g ()}
alternatywa suma zbioréw
form zdaniowych

i~ P =q@]} = {x:p(x)}—{x:q (®)}
zaprzeczenie roznica zbiorow
implikacji
form zdaniowych

{x:~p@) = {xip®)}
negacja- dopelnienie zbioru
formy zdaniowej

Pytania i zadania

1. Podaé okreélenie a) iloczynu zbioréw, b) sumy zbioréw, c) roziacznosei
zbioréw, d) réznicy zbioréw, €) dopetnienia zbiorow.

2. Wyjasni¢ zwiazek migdzy
a) iloczynem zbioréw i koniunkcja form zdaniowych,
b) suma zbioréw i alternatywa form zdaniowych,
¢) dopetnieniem zbioru i négacja formy zdaniowej.

3. Czym jest suma liczb 1, 2, 3, a czym jest suma zbiorow 1L 42h (3

—~ 4. Dane sa dwa zbiory 4 = {1, 2, 3, higl B —{2, 6, 7}. Znalez¢ a) A VY B,

b) A—B, c) An B. 5

13. Rachunek zbioréw i rachunek zdan

Kazde dziatanie w rachunku zbioréw ma swéj odpowiednik w rachunku zdan
i na odwrét. Odpowiedniosci te ustalamy poréwnujac okreslenia odpowiednich
dziatan. Na przylktad ‘ :
sumie zbioréw odpowiada alternatywa zdan

gdyz przedmiot g nalezy do sumy A U B wtedy i tylko wtedy, gdy @ nalezy do
A 1ub (alternatywa!), gdy a nalezy do B. Te odpowiednio$¢ nietrudno tez dostrzec
na podstawie tabl. 4-1 (str. 12) okreslajacej alternatywe. Jezeli mianowicie trakto-
waé p i g jako symbole zbioréw, przy czym

0 w pierwszej kolumnie traktowaé jako a €p,.

0 w drugiej kolumnie traktowa¢ jako a éq,

1 w pierwszej kolumnie traktowac jako a € p,

oraz 1 w drugiej kolumnie traktowaé jako a€gq,
to 0 w trzeciej kolumnie oznacza, ze a ép Ug,
natomiast 1 w trzeciej kolumnie oznacza, Ze a€p Y ¢.
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Przy takiej interpretacji, tabl. 4-1 mozna traktowa¢ za okreslenie sumy zbioréw.
A oto dalsze pary odpowiadajacych sobie dzialan.

iloczynowi zbiordw  odpowiada koniunkcja zdan
zawieraniu si¢ zbioru w zbiorze odpowiada implikacja zdan
dopelnieniu zbioru odpowiada negacja zdania

Dla stwierdzenia kazdej z tych odpowiedniosci nalezy postapi¢ tak, jak pokaza-
* liSmy to na przykladzie sumy zbioréw i alternatywy zdan.

- Fakt, ze dzialania na zbiorach maja swoje odpowiedniki wsrdd dzialan na
- zdaniach, prowadzi w konsekwencji do tego, ze prawom logiki, zwanym
. prawami rachunku zdan, odpowiadaja pewne zwiazki miedzy zbio-
ra'%mi, zwane prawami rachunku zbiordow.
: ,W tabl. 13-1 zebrano niektére prawa rachunku zdan oraz odpowiadajace im
pﬁ?ia,wa rachunku zbioréw. Kazde z podanych tam praw rachunku zdan mozna
sj)iawdzié metoda zero-jedynkowa, natomiast kazde prawo rachunku zbioréw
; rqbina sprawdzi¢ na podstawie definicji odpowiednich dziatan i réwnosci zbioréw.

Tabl. 13-1
RACHUNEK ZBIOROW : RACHUNEK ZDAN
- | nazwa prawa tres¢ prawa nazwa prawa tres¢ prawa
| przemien- przemien-
nos¢ doda- AUB = BUA nos¢ alter- (pvqg)<(qvp)
~ wania natywy
| przemien- 3 przemien-
| no$¢ mnoze- ANB =BNA nos¢ ko- (pAg)<>(qA p)
nia niunkcji g
fenoit | quBUC=AUBUG| TEETE [(pva)vrl = [pvigyn)
dodawama_ alternatywy

tacznosé (ANB)NC = ANBNC) lacznosé

g : 4 [(prayn rl<IpA(gAan)]
mnozenia koniunkcji ‘

rozdzielnosé rozdzielnosc
mnozenia AUB)NC = koniunkcji
wzgledem =AnC)UBNO) wzgledem eva)arl<=1(par) A8 (@an)]
dodawania alternatywy -

rozdzielnosé rozdzielnosé
dodawania ANB)UC = alternatywy
wzgledem =MAUC)NBUOC) wzgledem

mnozenia koniunkcji :

[pagyvrl<(pvr)algv il '

b _ prawa (ANnB) = A UB’ prawa ~(pArp<=(~p)V(~g]l

- de Morgana (AUB) = A" nB’ de Morgana ~(pvg<(~p)A(~q)]
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Prawa rachunku zbioréw mozna interpretowaé geometrycznie. Na rys. 13-1
podano interpretacje geometryczng praw de Morgana dla zbioréw.
Zauwazmy, ze dzieki prawu laczno$ci dodawania okreslony jest jednoznacznie

symbol
: AuBuUC

symbol
AuBuyUCUD itd.

7 AHB’=A’U B’ o S Avg)=A'n 5! \
//// ,(/ ,)/// B / ‘\‘ \ {\ < )\\\\ N 8 \1 9 \\
i o Lk
Sy e : N
/A B8 G i

/ .\\\\
4 Ly S
/ \\\
i \Q

Prawa de Morgana
Rys. 13-1

Analogiczne sa konsekwencje prawa tacznosci mnozenia, dzigki ktéremu
okreslone sa jednoznacznie symbole
ANBNC, ANnBNCND it

Niektére z praw rachunku zbioréw wydaja si¢ nam oczywiste ze wzgledu na
formalne podobieristwo do znanych praw arytmetyki. Odnosi si¢ to do czterech
kolejnych praw w tabl. 13-1. Natomiast széste prawo rachunku zbioréw nie ma
odpowiednika w ‘arytmetyce, gdyz réwnos¢ a-b+c = (a+c¢):(b+c) nie jest praw-
dziwa dla dowolnych liczb a, b i c.

Pytania i zadania

1. Wyjasni¢ na czym polega odpowiednios¢ migdzy dzialaniami na zbiorach
i dziataniami na zdaniach. Wymieni¢ pary odpowiadajacych sobie ‘dziatas.

2. Wyjasni¢ odpowiednio§¢ miedzy prawami rachunku zbioréw i prawami ra-
chunku zdan. Podaé przyklady takich od powiadajacych sobie praw. ‘

3. Sprawdzié na rysunku kazde z praw rachunk u zbioréw umieszczonych w tabl.
13-1. Sprawdzi¢ kazde z tych praw na podstawie definicji dziataf na zbiorach
-1 réwnosci zbioréw.

4. Sprawdzi¢ met'odq zero-jedynkowa prawdziwo$¢é kazdego z praw rachunku
zdan umieszczonych w tabl. 13-1.

5. Korzystajac z interpretacji fizycznych altern atywy oraz koniunkcji, wyjasni¢
interpretacje fizyczna praw logiki podanych w tabl. 13-1. Wykona¢ odpo-
wiednie rysunki.
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~ 6. Sprawdzi¢ metoda zero-jedynkowa prawdziwos$¢ nastepujacych praw logiki
a) (~p)= (=9 b) (~p=p)=p,

9=~

- 7. Sprawdzi¢ na podstawie definicji prawdziwos$¢ nastgpujacych praw rachunku
' zbioréw

a)ANnA=4, b)AVAd=A4, ¢)(A-B)NnB=0,
dJAuvAnB)=A4, ¢ A-B=AnNB

f) An(BUA) =4

Poda¢ interpretacje geometryczng.

14. Odwzorowanie zbioru (funkcja)

. Niech X i Y beda dwoma niepustymi zbiorami.
Definicja. Odwzorowanie zbioru X w zbior ¥ jest to przyporzadkowanie kazdemu
elementowi ze zbioru X dokladnie jednego elementu ze zbioru Y.

Z definicji tej wynika, ze odwzorowanie jest przyporzadkowaniem jednoznacznym
(.. doktadnie jednego elementu ...). Jezeli przy tym kazdy element zbioru ¥
. jest przyporzadkowany co najmniej jednemu elementowi zbioru X, to méwimy, Ze

zbior X jest odwzorowany na zbiér Y. '

v Na przykiad w barze mlecznym kazdej potrawie przyporzadkowana jest dokladnie
. Jjedna cena. Zbiorem X jest w tym przykladzie zbi6r potraw, za$ zbiorem ¥ — zbi6r
cen tych potraw. Kazda cena jest tu przyporzadkowana co najmniej jednej potrawne
Cennik odwzorowuje zbiér potraw na zbidr cen.

Zamiast odwzorowanie, méwimy tez przeksztalcenie lub Sfunkcja.

4 Uwaga. Odwzorowanie zbioru X na zbiér ¥ nie zawsze jest mozliwe. Na przy-
klad zbioru {1, 2} nie mozna odwzorowaé na zbiér {3, 4, 5}.
Odwzorowanie zbioru X w zbiér Y oznaczamy zwykle jedna litera, np. f, g, &
itd. Zdanie: f jest odwzorowaniem zbioru X w zbiér 'Y, zapisujemy

fi Xay (14.1)

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji (odwzorowania).

Elementy dziedziny funkcji nazywamy argumentami tej funkcji. Element y
zbioru ¥, ktdry jest przyporzadkowany przez funkcje f argumentowi x zbioru X,
nazywamy wartosciq funkcji f dla argumentu x, lub obrazem elementu x w odwzo-
rowaniu f.

Zbior wszystkich wartosci funkC_]l f nazywamy przeciwdziedzing tej funkcji.

Na rys. 14-1 przedstawiona jest interpretacja geometryczna odwzorowania zbioru
X na zbiér Y.

Zamiast y piszemy tez f(x), za$ zamiast (14.1) mozna pisaé

x—>y=f(x), gdzie xe X i ye¥
lub krétko S i
: y=fx), xeX
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Przeciwdziedzine funkcji (14.2) oznaczamy niekiedy f(X), (patiz rys. 14-1).

Odwzorowanie odwrotne. Rozwazmy odwzorowanie (14.1). Pizypusémy, ze roz-
nym elementom x dzied.iny X proyporzeixkowane sg rozue elementy, y pizcciw-
dziedziny Y. Kazdcuwiu clementowi y zbioru ¥ mozina wOwczas przyporzaunowac

Odwzgivwanie T

[Loiedzina X \—\riz;"'c[ wdziedzina
% |

WG ; y=7(X)
o
x—=y=f{x), gdzie xeX i yeY

Rys. 141

dokladnic jeden element x zbicru X w ten sposdb, zeby obrazem x w odwzorowaniu
f bylo y. To nowe odwzorowanie nazywamy odwzorowaniem odwrotnym ( Junkcjq
odwrotng) do f i oznaccawny cymbelem fT1. Zapisujemy

e X (14.3)

Odwzorowanie, dla ktérego istnicje odwzorowanie odwrotne nazywany odwra-
calnym ub wzajeinnie jediwoznacznyri. Nié kazde odwzorowanic jest odwracalne.
Powracajac do przyktadu z barem miecznym atwo jest zauwazy¢, ze odwzorowanie
zbioru potraw na zbidr cen moze nie by¢ odwracalne, poniewaz dwie potrawy
moga miec lg samg ceng.

Dziedzing odwzorowania (14.3) jest przeciwdziedzina odwzorowania (14.1).
Odwzorowanie odwrotne do f~! jest odwzorowaniem f — por. rys. 14-2.

rzeciwdziedzing Dziedzinu
= | 02 f
" adwzorowanie odwrotne do T

Rys. 14-2

Odwzorowanie tozsamosciowe (funkcja tozsamosciowa) jest to takie odwzorowanie
zbioru X na ten sam zbiér X, ze

xX—>y=x

Odwzorowanie tozsamos$ciowe jest odwracalne, przy czym odwzorowanie odwrotne
jest takze tozsamosciowe."
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' Nia Lazde odwzorowanie X — X i odwracalne, jest tozsamo$ciowe. Na przyktad
odwzerowanie zbioru liczb rzeczywistych R ra zbiér R za pomoca funkeji p — 2x
jest odwracalne i nic jest tozsamosciowe.

Pyiania

1. Co to jest odwzorowanic (funkcja, przckszialcenic)?

2. Podaé przyktady odwrzorowan z dzicdziry algebry, gcometrii oraz fizvki.
Ktdre z podarvch odwrorawan <q cdvwracalne?

3. Wyja’ni¢ znaczenie termindw a) driediina funkcji, h) przeciwdziedzina
funkcji, ¢) funkcja odwrotna.

4, Podaé przykiad przvnorradkowania, ktdre, nie jest jednoznaczne.

5. Wzor y = 2x okre§la odwzorowanie zbioru wszystkich liczb naturalnych
w zbi6r wszystkich liczb parzystych. Zbadaé, czy istnieje odwzorowanie odwro-
tne.

- 15**_ Uporzadkowanie zbioru

Niech bedzie dany niepusty zbiér Z, oraz relacja » miedzy elementami tcgo
zbioru (por. uwaga na str. 30).

Na przyklad Z moze byé zbiorem N liczb naturalnych, za$ relacja » miedzy
elementami tego zbioru, a wiec miedzy liczbami naturalnymi, moze byé relacja
mniejszosci (<2). :

Relacje r nazywamy porzadkujgcq zbiér Z, gdy ma nastgpujace wlasciwosci: jest

1° spdjna, tzn. dla kazdych dwéch réznych elementéw x i y zbioru Z, jest

Xz b
2° antysymetryczna, tzn. dla kazdych dwéch réznych elementéw x i y zbioru Z,
jezelivxry to 'nie y 1.y

3° przechodnia, tzn. dla kazdych trzech elementéw x, yiz zbioru Z,jezeli xry

1Lyrz to Xz

Na przyklad relacja mniejszosci (<) jést porzadkujaca zbiér N, poniewaz

1° dla kazdych dwéch réznych liczb naturalnych n i m, jest n<<m lub

m=in,

2° dla kazdych dwéch réznych liczb naturalnych »n i m, jezeli n<<m to
nie m < n,

3° dla kazdych trzech liczb naturalnych n, m i s, jezeli n<<m i m<<s to
n<_s : i

Jezeli # jest relacja porzadkujaca zbiér Z, to méwimy, ze mozna ten zbidr za
pomoca relacji » uporzadkowac lub, ze zbiér Z jest uporzadkowany za po-
moca relacji 7. i '

Na przyklad zbiér N jest uporzadkowany za pomoca relacji mniejszosci (<0).
Ten sam zbiér mozna uporzadkowaé za pomoca relacji wigkszosci (>).
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A oto inny przyklad. Niech Z oznacza niepusta rodzing két wspotsrodkowych
polozonych na plaszczyZnie. “Zbiér Z mozna uporzadkowaé za pomoca relacji
zawierania si¢ (). Sprawdzenie tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi.

Pytania i zadania

1. Co to znaczy, e relacja jest a) spdjna, b) antysymetryczna, c) przechodnia?
Podaé przyklady.

2. Co to jest relacja porzadkujaca? Co to jest zbiér uporzadkowany?

3. Sprawdzié, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych mozna uporzadkowaé za
pomoca relacji a) <, b) =, natomiast nie mozna go uporzadkowaé za
pomoca relacji réwnosci (= )

Odpowiedzi do rozdz. II

12. :
8:6:41, 2, 3). 4. A VB ={1,12, 3,5 6, 7}, A-B={1, 3,5}, AnB=
={2, 7} ;
13. . !

5 Np. prawo przemiennosci alternatywy oznacza, Ze jezeli dwa wylaczniki pota-
czone réwnolegle zamienimy miejscami, to stan ukladu nie ulegnie zmianie.

14.

2. y = x2, x eR, stanowi odwzorowanie zbioru R na zbiér liczb nieujemnych;
przesuniecie tréjkata w plaszczyznie jest odwzorowaniem zbioru punktéw tego
tréjkata na zbiér obrazéw tych punktéw w rozpatrywanym przesunigciu; prawo

U
Ohma i = — stanowi odwzorowanie zbioru wartoSci napie¢ u na zbiér war-

tosci natqun pradu i. Drugie i trzecie z tych odwzorowan sa odwracalne, nato-
miast pierwsze nie jest odwracalne, poniewaz wartosci x = —1 i wartosci
x = +1 przyporzadkowana jest taka sama warto$¢ y = +1.

4. Przyporzadkowanie kazdej liczbie dodatniej x takiej liczby rzeczywistej y, zeby
yi=x '

5. Odwzorowanie odwrotne: x = %A y.



Rozdziat III

LICZBY RZECZYWISTE

16. Relacje. Dzialania

"W zbiorze liczb rzeczywistych okre$lone sa dwie relacje: réwnosé (=), oraz
. "mejszosc (e
Prawo trychotomii. Dla kazdych dwdch Itczb rzeczywistych x, y zachodzi dokladnie
edno z trojga:

X =7y albo x=p aIboy<x

. Zamiast x < y piszemy tez y > x.

Relacja réwnosci liczb rzeczywistych jest

 1° zwrotna: o

. 2° symetryczna: x = y=>y = x

' 3° przechodnia: [(x =y) Ay =2)]|=x =2z

~ Relacje, ktéra spelnia te trzy warunki, nazywamy relacja réwnowaznosciowq.
Relacja mniejszosci jest

1° spéjna: x#£y=[x<yvy<x]
2° antysymetryczna: x <y = ~(y < x)
3° przechodnia: [(x<»NA(<2]=x<:z

1 Relacja mniejszosci porzqdkuje zbior liczb rzeczywistych.
Dzialania arytmetyczne, sa to nastgpujace cztery dziatania:

dodawanie : X e s
sktadniki i

odejmowanie : X s - r

odjemna odjemnik réznica
mnozenie: X - y = p
i mnozna / mnoznik ~ iloczyn
czynniki
~ oraz
dzielenie: ' x| e (y#0)
dzielna dzielnik iloraz
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Odejmowanie jest dziataniem odwrotnym do dodawania:

X—y=r<r+y=x

Liczba 0 jest synonimem rdéznicy x—x.
Dla kazdego x
: x-0=0

Prawdziwe sa naste¢pujace réwnowaznosci
a=b<a-b=0
a<be a-b<0 (16.1)
a>b<a-b>0

Liczbe x < 0 nazywamy wujemngq, za$ liczbg x > 0 — dodatniq. Roéznice 0—x

oznaczamy —x i nazywamy liczba przeciwng wzglgdem x. Mamy

x+(=x) =0
Zamiast x piszemy tez +x, przy czym prawdziwe sa réwnosci
+(+%) = +X, —(+x%) = —x, +(—%) = —x —(—%) = +x

£

Sa to tzw. prawa znakow.
Dzielenie jest dziataniem odwrotnym do mnozenia:

Xiy=qgeqy=x
Uwaga. Zamiast x:y piszemy tez x/y lub;.
1
Liczbe —-,/ (x # 0) nazywamy odwrotnosciq liczby x. Iloczyn liczby x i jej
odwrotnosci jest rowny 1

x-'i=1
7

Wynik kazdego dzialania arytmetycznego jest okreslony jednoznacznie. W zwiazku

z tym
dzielenie przez zero jest niewykonalne

poniewaz:

jezeli x # 0, to iloraz x:0 nie istnieje, gdyz zadna liczba g nie spetnia wa-
runku ¢-0 = x # 0,

jezeli x = 0, to iloraz x:0, czyli 0:0 nie istnieje, gdyz kazda liczba g spetnia
warunek g-0 = 0, (brak jednoznacznosci).

Liczbe 0 nazywamy elementem obojetnym (modulem) dodawania, poniewaz dla
kazdego x

x+0=x
Ponadto
xy=0=[x=0v(y=0)] (16.2)
xy <0< (x>0 (y<0]V [(x<0)r(y>0) (16.3)
xy>0s([(x<0) A (y<0] Vx>0 (y>0] (16.4)
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Liczbe 1 nazywamy elementem obojetnym (modulem) mnozenia, poniewaz dla
x1=x

Dziatania arytmetyczne podlegaja nastepujacym prawom:
Prawo lacznosci dodawania :
j (X+Y)+2 = X+ (¥ +2) : (16.5)
Prawo przemiennosci dodawania
X+ Y = Ve (16.6)
P}awo lacznosci mnozenia
(*:3):2 =%:(y-2) (16.7)
Prawo przemiennosci mnoZenia
Xy =yx (16.8)
f _i’raw_o rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
| (x+y):'z=%x2+ty:2 (16.9)

Z prawa (16.5) wynika, ze wartos¢ sumy nie zalezy od porzadku sktadnikéw, za§
'z prawa (16.7) —-ze warto$¢ iloczynu nie zalezy od porzadku czynnikow.
awdziwe sa nastgpujace wzory:

(+x):(+y) = +x9, (+2): (=)= =%y, (-%):(-y) = +xy
Kolejnos¢ dzialan arytmetycznych ustalona jest nastgpujacymi umowami:
L: Przy obli'czaniu wartosci wyrazen nie zawierajacych nawiaséw
ykonujemy najpierw

mnozenia i dzielenia

- w kolejnosci ich wystepowania, a nastgpnie
_ dodawania 1 odejmowania
W kolejnosci ich wystepowania.

Na przyktad

~ Wykonanie dziatari w innej kolejnosci moze da¢ inny wynik i wiasnie dla unik-
nigcia tej wieloznaczno$ci wyniku ustalono powyzsza kolejno$¢ dziatan.
2° Przy obliczaniu warto$ci wyrazen zawierajacych nawiasy wy-
. konujemy najpierw dzialania w tych nawiasach, wewnatrz ktérych
nie ma juz innych. Ksztalt nawiasu spelnia tu role pomocnicza.
: Na przyktad

{4-7—[(4-3+8:4)—(2:6—10)]-5} +3-(4-7-26) =

= {4:7—[14—2]-5}+3-2 = {28—12-5}+6 = —26
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Potegowanie. Niech » oznacza liczbe naturalna.
Definicja. Potege o podstawie a i wykladniku n oznaczamy symbolem a" i okres-
lamy nastepujaco :

o {"’ s B i ; (16.10)
aa..a, da n>1
s i
n czynnikow

Na przyktad
22 =2:2:2=8, ()2 & (=Dl 1) = 1,
(=4 = (=4)(~4)(-4) = —64
Dzialania na potegach. Niech m i n oznaczaja liczby natur‘alne. Z definicji potegi
wynikaja nastgpujace wzory:
a"a"=a""" (16.11)
przy mnozeniu poteg © wspdlnej podstawie dodajemy wykladniki
gt =gy ia a0 1 m>n (16.12)
przy dzieleniu poteg o wspdlnej podstawie odejmujemy wykiadniki

(a-b)" =a" b" (16.13)

przy potegowaniu jloczynu mnozymy potegi czynnikow

(%)" - —“b—:—, dla b0 (16.14)
przy potegowaniu ilorazu dzielimy potege licznika przez potege mianownika
(@)" =a"" (16.15)
przy potegowaniu potegi mnozymy wykladniki poteg.
Wzory (16.11) — (16.15) wyrazaja tge$¢ podstawowych twierdzen o dziataniach
na potegach. Na przyklad wzér (16.11) wyraza krétko tre$¢ nastgpujacego twier-
dzenia:

Dla kazdej liczby a i dla kazdych dwéch liczb
naturalnych m, n, zachodzi réwnosé

am-q" = am+n
Dowéd tego twierdzenia opiera si¢ na definicji potegi, a mianowicie

i e o T SR R I G o T e B e

m czynnikOw n czynnikbw  m-+n czynnikow
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kilady
35 .'32 i LG 37, 35:32=3%-2=33 (3%2=3l0

, gy
SON3 = 9803 =
L ey (2) o

zory skroconego mmnozenia

adrat sumy: (@+b)* = a?+2ab +b*
roznicy : (a—b)?> = a>—2ab+b*
sumy : (a+b)® = a®+3a*b+3ab*+b®

kwadratow : a’—-b* = (a+b)a—>b)
szescianéw : a®*—b® = (a—b)@*+ab+b?)
eSciandw: ~ a*+b° = (a+b)a*—ab+b?)

ia. Dla przykladu wyprowadzimy wzor na kwadrat sumy

(a+b)*> = (a+b):(a+b) = a-(a+b)+b-(a+b) =
= g*+ab+ba+b?® = a*+2ab+b?

rzyklady

)2 = x2+2-x-29+(2y)? = x> +4xy+4y?
12—25502 = (2551 +2550) (2551 —2550) = 5101-1 = 5101
9b? = (2a+3b)2a—3b), 1—x* = (14x)(1=x)
= (x+2)(x2—2x+4), x*—y*=x2+y>)(x*—»?)
=x+D)3=1) = (x+ D2 —x+Dx-D(x*+x+1) =

yklad*. Obliczy¢ warto§¢ wyrazenia

2kl
X = (@+b+c) e Z+bc_:2bc

@b 242 = @ —(b*=2bc+c?) = AP=(b—c)? = (a+b—c)a—b+¢)
ec ! ]

(@a+b—c)(@—b+c)
a+b—c

‘ = [(a+¢)+b]- [(a+c)—b] = (a+c)*—b?
odstawiajac podane wartoéci a, b i ¢, otrzymamy x = 52—32 = 16
 Odp. 16. '

' Pierwiastkowanie. Niech n e N i a > 0.

x=(a+b+c)

= (a+b+c)(a—b+c) =

rémicy: ~ (a—b)® = a®—3a’b+3ab’>—b>  (16.16)

yprowadzenie kazdego z tych wzoréw polega na wykonaniu odpowiedniego

= (x>=D[(x*>+1)>—x?]
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Defiiicja. Pierwiastek stopnia n z liczby a oznaczamy symbolem 'i ‘a i okreslany
nastgpujaco
7”;— i
Va=p<I[p"=a) »(p=0)] (16.17)
Pierwiastek drugiego stopnia nazywamy te7 pierwiastkiem Kwadratowym, nato-
miast piciwiastck trzeciego stopnia — pierwiastliem  szesciennym. Zamiast i/E
piszemy }/a.
Na przyktad -
- 3 — 1 - Y
V& =2 Y6d=4, ¥3=3 0,000l =0,1, itp.

PiPrWiastkowanie jest dzialaniem odwrotnym do potggowania.
Warunek p = 0 w defini 'r‘J' (16 17\ zapewnia jednoziacinosé pierwiastka. Dzigki
temu warunkowi jest np. }/4 = 2, nie za$ y /4 = £2. Tak okreslony pierwiastek
nazywamy pierwiastkiem arytmetyc.nyin.

Z d-$nicji pierwiastka wynika, ze dla n (-:N, a > 0 mamy

(V ay = V ali=ja
Dzialania na pierwiastkach. Z okreSlenia picrwiastka wynikaja nastgpujace
wzory:

Vab=Va-Yb, da a>0ib>0 (16.18)
n 7" D"//—d
]/M aledlia=0 i b >0 (16.19)
Vo
Va="%a, da az0 (16.20)
oraz ’
Vam =Y o™, da a>0 (16.21)

Wzory (16.18)—(16.21) wyrazaja tres¢ podstawowych twierdzen o dzialaniach
na pierwiastkach. Na przyklad wzér (16.18) wyraza krotko tresc nastepujacego
twierdzenia:

Dla ka:dych dwich nieujemnych liczb a, b

i dla kazdej liczby naturalnej n. zachodzi réwnosé

Vab =VYa-yb . (16.18)
Podamy dowdd tego twicrdzenia. Wykazemy, ze prawa strona (16.18) jest pier-
wiastkiem n-tego stopnia z iloczynu ab. Mamy
(a Yoy = (/ay- /by =ab
a ponadto na podstawic definicji (16.17)
Va=0 i Vb>0, wiec Va-yh>0.cnd
Przykiady
V324 =181-)/4=9-2=18
g i b s . e
0 _¥yHB Y Yya =Ya=yF=2
196 Y19 14 .
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lad*. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia
& n+2+}/nij4—_+ n+2—yn*—4
ni3—yat'—4  ni2+)nP—4
1971.
zZwiazanie. Oznaczajac a = n+2, b = m mamy

iathla=b. (ebidil@ahl | 2@ 40
" a-b'ath a*—b? TR AR

2 (n*+4n+4+n2—4) Tl e
m+dn+d—(a*—4) = 4@+2)

el =~ { %3 R = D (16.22)
—-x, gy x< 0 )
6] = 6, |0} =03 |=20] =20
efinicji (16.22) i (16.17) wynika wzdr
Va2 =il (16.23)

i)rawddwy tylko dla x > C.

Przyklad

dle
I }—;—0= X+x|=x+x=2x
T
x+]/x _\dla i \
b x+x|=x+(—x)=x—x=0

i’ierwiastek nieparzystego stopnia z liczby ujemnej. Jezeli n jest liczbg naturalng
parzystq, zas a jest liczba ujeming, to przyjmujemy okreslenie

Va=-1d -(16.23)
- przyklad

Vo= _Yea=-4 LW V.. 3

Picrwiastek parzystego stopnia z liczby ujeminej nie jest okreslony w dziedzinie
rzeczywistych.

Wykenalnos¢ dzialai. Historyczny rozwdj pojecia liczby szedt w kicrunku roz-
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szerzenia wykonalnosci dziataf. Informuje o tym tabl. 16-1, w ktdrej przyjgto naste-
pujace oznaczenia:

N — zbidr liczb naturalnych

C — zbidr liczb catkowitych

W — zbiér liczb wymiernych

R — zbior liczb rzeczywistych

R. — zbidr liczb rzeczywistych dodatnich

Miedzy tymi zbiorami zachodza relacje

NcCcWcRorazR, < R

Tabl. 16-1
; i . | odejmowa- i 4 pierwiastko-
ZBIOR | dodawanie | mnozenie | potegowanie nie dzielenie wanie
N tak tak tak nie nie nie
C tak tak tak tak nie nie
w tak tak tak tak tak?) nie
R tak tak tak tak tak tak?
R, tak tak tak nie tak tak

1) z wyjatkiem dzielenia przez zero.
2) z wyjatkiem pierwiastkéw stopni parzystych z liczb’ ujemnych,
L4

W dalszej czesci tego rozdziatu oméwimy kolejno liczby naturalne, catkowite, wy-
mierne, niewymierne i wreszcie — liczby rzeczywiste.
-

1.
2.

B W

5
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Pytania i zadania

Co to jest prawo trychotomii? Jakie whasnosci ma relacja a) "=", b) 7 <”?
Wymienié¢ cztery dziatania arytmetyczne oraz podac ich podstawowe wiasci-
wosci. Co to znaczy, ze dodawanie liczb jest a) laczne, b) przemienne? Co to
znaczy, ze mnozenie liczb jest a) laczne, b) przemienne? Co to znaczy, Ze
mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania?

. Poda¢ umowe dotyczaca kolejnosci dzialan arytmetycznych.

Dlaczego dzielenie przez 0 jest niewykonalne?
Podaé okreslenie potegi, podstawowe wzory dotyczace dzialan na potegach,
oraz wzory skréconego mnozenia.

. Udowodni¢ wzory (16.12)—(16.16).

Podaé okreslenie pierwiastka stopnia n z liczby nieujemne;.

. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia

SR T L Y nthdntg
T 48 (n—2) T 3n?—12n+12

dla n = 32.



Poda¢ podstawowe wzory dotyézqce dzialan na pierwiastkach.
. Udowodni¢ wzory (16.19)—(16.21).
. Poda¢ okreSlenie wartosci bezwzgledne;.

Kiedy réwnosé
V(e—b)? =a-b
t prawdnwa a kiedy falszywa?
13. Podaé okreslenie pierwiastka stopnia nieparzystego z llczby ujemnej.
l&. Omoéwi¢ wykonalno$é dziatan w zbiorach: N, C, W, Ri R..
15, Omoéwi¢ wykonalnos$é pierwiastkowania w zbiorze R.
16. Jaka liczbe nazywamy a) elementem obojetnym (modulem) dodawania?,
b) elementem obojetnym (modulem) mnozenia ?
Jak zmieni si¢ iloczyn, gdy mnozng zwigkszymy o$miokrotnie i mnoznik —
zmniejszymy czterokrotnie ?
18. Uproéci¢ wyrazenie

(l/_~+1/1 )(—]/T?’__?+l) dla x| < 1

19*. Do ponumerowania stronic pewnej ksiegi uzyto 6289 cyfr. Ile stronic ma
~ ta ksigga?

20*. Ile razy w ciggu doby wskazéwki (minutowa i godzinowa) zegarka sa do
siebie prostopadte ?

21*. Andrzej ma 16 lat, to jest dwa razy tyle, ile Jurek mial lat wtedy, kiedy
Andrzej miat tyle, ile Jurek ma teraz. Ile lat ma Jurek?

. 22. Obliczy¢

i R 7 2p4c
) 1/16-9-25-81, b)]/ , n#£0 c)]/gl“b

d) ]/x“, dye-vi, o3

9 V234
- 23*, Uprosci¢ wyrazenie

V(x=52+y(x=3)2+}/ (x—1)?

17. Liczby calkowite

Podamy tu niektore wlasciwosci zbioru liczb naturalnych
] N=i1.,2,3 2}

~oraz zbioru liczb calkowitych

C—H. 3 20 23

W zbiorze N istnieje liczba najmniejsza, jest nia 1, lecz nie istnieje liczba naj-
icksza. W zbiorze C nie ma ani liczby najmniejszej, ani najwiekszej.
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Kazda liczbe naturalng mozna zapisa¢ w dziesiqtkowym systemie pozycyjnym za
pomoca dziesigciu cyfr arabskich:

TN e T ) ST )
Podstawa tego systemu jest liczba 10. W dziesiatkowym systemie pozycyjnym kazda
cyfra — w zaleznosci od miejsca (pozycji) na ktérym jest napisana — wyraza liczbe
jednostek, setek, tysiecy, itd., np.
; 1971 = 1-1000+9:100+7-10+1-1

Podzielnosé liczb calkowitych. Niech m i n oznaczajg liczby catkowite, przy
czym n #0.

Liczba m jest podzielna przez.n, gdy iloraz m:n jest liczba catkowita. Liczbg n
nazywamy w tym przypadku podzielnikiem liczby m.

Uwaga. Zamiast podzielnik uzywa sie takze terminu dzielnik.
W tabl. 17-1 podano niektdre warunki konieczne i wystarczajace podzielnosci;
nazywamy je cechami podzielnoSci.

Tabl. 17-1
dzielnik cecha podzielnosci
2 ostatnia cyfré“ jest 0, 2, 4, 6 albo 8
3 suma cyfr dzieli si¢ przez 3
4 liczba utworzona przez dwie: ostatnie
cyfry dzieli si¢ przez 4
5 ostatnig® cyfra jest 0 albo 5
6 jest podzielna przez 2 i przez 3
9 suma cyfr dzieli si¢ przez 9

Liczby naturalne podzielne przez 2 nazywamy parzystymi, zas niepodzielne
przez 2 — mieparzystymi.

Liczbe naturalng n 7 1 nie majaca innych podzielnikéw procz 1 1 n nazywamy
liezbg pierwszq.

Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele:

23S A 3T 1 90
Liczbe naturalna n = 1 nie bedaca liczba pierwsza, nazywamy liczbq zlozong, np.
A6 R0 D 1 s

Liczby 1 nie zaliczamy‘ ani do liczb pierwszych, ani do liczb ztozonych.

Rozklad ]iciby naturalnej na czynniki pierwsze polega na przedstawieniu tej
liczby w postaci iloczynu liczb pierwszych, np.
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224 | 2 1890 | Z
142 12 2058 | 2 945 | 5
56 | 2 1029 17 189 | 7
28 |2 147 | 7 2703
14 | 2 21 T 943
Tt 3178 313

1 1 1

Po prawej stronie pionowej kreski notujemy kolejne podzielniki; stad
224 =2:2-2-2-2-7 2058 = 2:7-7-7-3
1890 = 2-5-7-3-3-3

Najwickszy wspélny podzielnik (NWP) dwoch lub wigcej liczb naturalnych
znajdujemy nastgpujaco: rozktadamy dane liczby na czynniki pierwsze, a nastgpnie
wybieramy czynniki wspdlne i mnozymy je. Otrzymany iloczyn jest wiasnie NWP.
Przyklad. Poniewaz 224 = 2-2-2.2:2:711890 = 2-5-7-3-3-3, wiec NWP liczb
224 i 1890 jest 2-7, czyli NWP = 14,
Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ (NWW) dwoch lub wigcej liczb naturalnych
- znajdujemy nastgpujaco: rozkladamy dane liczby na czynniki pierwsze, a nastgpnie
wypisujemy wszystkie czynniki jednej z nich i dopisujemy do nich te czynniki z po-
zostalych rozktadéw, ktérych nie ma wéréd wypisanych uprzednio w dostatecznej
losci. Iloczyn wybranych w ten sposéb czynnikow jest NWW.

Przyklad. Znalez¢ NWW liczb 12, 16 i 22.

Mamy tu: 12 = 2-2:3,116 = 2:2:2:0800 — 0 1]

NWW = 2.2-3.2.2-11 = 528

Pytania i zadania

. Co to jest podzielnik liczby calkowitej?
. Wypowiedzie¢ ceche podzielnosci przez a) 2, b) 3, ¢) 4, d) 5, e) 6, f) 9.
. Co to jest liczba a) parzysta, b) nieparzysta, c) pierwsza, d) ztozona?
. Co to znaczy rozlozy¢ liczbe naturalng na czynniki pierwsze?
. Roztozy¢ na czynniki pierwsze liczbe
a) 576, b) 7068, c) 398, d) 12 574.
Wykona¢ sprawdzenie za pomoca mnozenia.
6. Co oznaczaja skréty NWP, NWW ? Obliczyé NWP i NWW dla dwdéch liczb:
560 i 3920.

(3 N I S A

~ 18. Liczby wymierne

Liczbe postaci
3 a

T ey

": gdzie a i b oznaczaja liczby caltkowite i b # 0, nazywamy liczbq wymierng. Na przy-
. Kklad
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1 6 i 0 : -3 .49 ;
ey (czyli 2), 2 (czyli 0)? T e (czyli —3)
sg to liczby wymierne.
Prawdziwe sa rownosci
0 R e
T R B +b b -b

Ujlamki zwykle.: Jezeli a i b sa liczbami naturalnymi, to iloraz (18.1) jest ufam-
kiem zwyklym: wlasciwym, gdy a < b, niewlasciwym, gdy a = b.
Utamek nie zmieni swej wartosci, gdy jego licznik i mianownik pomnozymy lub
podzielimy przez t¢ sama liczbg rézna od zera:

rozszerzanie a ac

utamka D bc (8.2

tei =0)
skracanie a-c a

ulamka bc b )

Utamki dodajemy (odejmujemy) sprowadzajac do wspolnego mianownika:
a c a-d+c'b a c a-d-c'b

o4 el v a4 bd @

@ ..c a-c aic @i d
b dielliEa a
. A
Przyklad
e R e R R SOR R
575'(3 4) ol RO T G R SR
T 130 36
el e LT
Przyklad*. Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia
1
1+ Al on
g -[1—1 it B0 S
e ; _ Qe ]
a+x e e~ e e
e e B
A
1
dlax=ﬁ.

Rozwigzanie. Przyklad rozwiazemy w kilku etapach, zeby unikna¢ uciazliwego
przepisywania calego wyrazenia W. Wprowadzamy oznaczenia pomocnicze 4 i B.
Poniewaz

1 a+x+1 | at+x—1
1+ e L ioraz ] =
a-+tx a+x a+x atx
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R e e e
a+x axx—1 " a¥x=i

astgpnie obliczamy B

2ax—1+a*+x*  (a+x)?-1 _ (@+x+1) (a+x-1)
2ax Dy o 2ax

B =

gl _-(a+x+1)-(a+x—-1) uatx+1)2

i v A
% a+x—1 2ax 2ax
odstawiajac x = ——7 mamy nastepnie
2
a+x+1=a+ ! 1 Whiioraz, | 2ax = L
a—1 a—1 a—1
wigc ostatecznie
W aiane ca—1 el
‘(a—l) 2a  ToddEsiEEdg T Di(a—1)

a3

dp- m.

Ulamki dziesigtne. Utamki o mianownikach 10, 100, 1000, ..., zapisujemy w dzie-
atkowym systemie pozycyjnym oddzielajac przecinkiem czesé calkowita i piszac za
zecinkiem cyfry wskazujace liczby czgéci 10-tych, 100-nych, 1000-nych, ..., itd.

3 179 2567
—_— 1000 = 0,179 i 25,67

n zapis zwany rozwinigciem dziesigtnym utamka, ma nastgpujacy schemat

e D E F
ABC, DEF =..+A4-100+B:10+C-1+ W + m + m + ..
czgs¢ catkowita czes¢ utamkowa

zy czym litery ..., 4, B, C, D, E, F, ... oznaczaja cyfry arabskie (niekoniecznie
zne). W ten sposob mozna zapisaé kazdy ulamek, dzielac licznik przez mianownik
dlug znanego algorytmu. Zapisana w ten sposob liczbe nazywamy liczbq dziesietng
ub utamkiem dziesietnym. Méwimy tez, ze dany ulamek zostal zapisany w systémie
ziesiatkowym, lub krétko, ze zamieniliSmy utamek zwykly na utamek
Iziesietny.

Sl s 93 s 12 . vy
Przyklad. Zamieni¢ utamki —g ! 59 na ulamki dziesigtne.
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Rozwiazanie
193:8 = 24,125 120:99: =0 1219,

16 99
.33 210
32 198
e ) 0
8 99
20 210
16 198
20 )
40
"ol

W pierwszym przypadku otrzymaliSmy ulamek dziesietny skorczony. W drugim

przypadku otrzymywane reszty wynoszg na przemian 211 12, a wigc kolejne cyfry za
12 Y 2 .

przecinkiem w rozwinigciu dziesigtnym utamka 5o beda si¢ powtarza¢. W takim
przypadku méwimy, ze ulamek dziesigtny jest nieskoriczony. Ulamek dziesigtny
0,1212... jest ulamkiem okresowym, poniewaz zespdl cyfr 12 powtarza si¢ w nim.
Ulamek taki zapisujemy ujmujac w nawias powtarzajacy si¢ zespdt cyfr, zwany
okresem ulamka. Mamy wiec '

12
o9 12
Przyklady 4
—,;— = 0,333 ... = 0,(3) % = 0,3636 ... = 0,(36)
9 7

il 1,285714285714 ... = 1,(285714) & 0,1166 ... = 0,11(6)
Uwaga. Kazdy utamek dziesigtny skoriczony mozemy traktowaé jako utamek
nieskoriczony o okresie 0. Na przyktad

24,125 = 24,12500... = 24,125(0)

Kazdy utamek ma okresowe lub skonczone rozwiniecie dziesigtne.
Istotnie, podczas dzielenia a przez b dostajemy reszty, z ktérych kazda jest mniejsza-
od b. Moze byé zatem co najwyzej b—1 réznych reszt (réznych od 0), a wigc naj-
pbzniej za b-tym razem dostaniemy taka reszte, jaka otrzymali§my juz poprzednio.
Od tej chwili cyfry w rozwiazaniu dziesigtnym zaczna sie powtarza¢, a zatem roz-
winiecie jest okresowe. Jezeli jako jedna z reszt otrzymamy liczbe 0, to rozwinigcie
jest skonczone.

Z nauki o ciggu geometrycznym wiadomo, ze kazdy ulamek dziesietny majacy
okres 9 mozna zastapi¢ utamkiem dziesigtnym skoriczonym, np.

0,1999... = 0,1(9) = 0,2



tego wzgledu wykluczamy w dalszym ciagu ulamki dziesietne o okresie 9.
fozna udowodnié, ze wowczas

kazda liczba wymierna ma dokladnie jedno
rozwiniecie dziesigtne, okresowe lub skorczone

i na odwrot:

kazdy ulamek dziesietny okresowy Iub skoriczony

Jest rozwinigciem dokladnie jednej liczby wymiernej.
.
a przykiad
4 1 3
=i = LB -0.2(3) = 30 0:=100,110/75= il

centy. Jeden procent (w skrécie 1%) pewnej liczby, jest to setna
tej liczby.

a przyktad

0 1 e
1% liczby 30 wynosi 100 30/=03

) (s

5% liczby 50 wynom—lOT < 50i=12 5%
18

18%, liczby 40 wynosi T <40 =4,2.

okreslenia procentu wynikaja nastepujace dwie reguty:

D a

D% liczby a wynosi 100

(18:6)

liczba, ktérej p9,, wynosi b, réwna jest il

: (18.7)

zyklad. Dopisane do ksiazeczki PKO odsetki za okres jednego roku wyniosty:
0 gr. Stopa procentowa wynosi 39, w stosunku rocznym. Jaka kwota znajdo-
i¢ na ksiazeczce?

zwigzanie. Jezeli 39, kwoty wynosi 77 zt 40 gr, to cata kwota wynosi

77,403- 10 s

yklad. Pracownikowi obnizono pobory o 109 na skutek czego odwolal sie
tancji nadrzednej. Odwolanie zostalo uwzglednione, przy czym polecono
zszy¢ obnizone pobory o 10%. Pracownik ponownie odwotat sie: dlaczego?
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Rozwiazanie
pobory poczqtkowe: b
(przed obnizka)

s X R0
pobory po obnizce: X— o5 10 = 100 %
pobory koricowe : o R e
(po podwyzce obni- 700 ¥ 100 - 100 Mo

zonych poboréw)

Odp. Poniewaz stracit 19, swych poczatkowych poboréw.

Przyklad. Bok kwadratu wydiuzono o 10%, jego pierwotnej dugosci. O ile %
swej pierwotnej wartosci zwiekszylo si¢ pole kwadratu?

Rozwigzanie
- bok kwadratu pole kwadratu
przed wydtuzeniem: a a?
(v} diuie iu' +.._a_—_ll_-a __ll_az;_l_gi_az
b Ao 10 (10)’100

1 5 21 Y . !
Pole zwigkszylo si¢ 0 75 SWe) wartosci poczatkowe] a’.

Odp. 21%.
A 1
Przyklad*. Kawalek metalu zwigkszyt objetos¢ na skutek ogrzania 0 5%

swej poczatkowej objetosci. Wyrazi¢ w 9, ubytek cigzaru wlasciwego.
Rozwiazanie. Oznaczmy P — cigzar metalu, Vo — objgtosé przed ogrzaniem,
dy, — cigzar whadciwy przed ogrzaniem, d — ciezar whasciwy po ogrzaniu. Mamy
wigc
: P P 200 P

Vo el L

Procentowy ubytek cigzaru wlasciwego:

Wpi . 200p
L do—d ne, L Ve 200 Vs . g0 _ 100 ,
B e 100% = ¥ 100% = —o7 Vo
Vo
100
Odp ——26'1—00.

Jeden promil (w skrécie 1°/00) pewnej liczby, jest to tysigczna czgs¢é
tej liczby. Na przyklad

. 39/40 liczby 48 wynosi -48 = 0,144.

1000
1% i 10 0/00
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Liczbe tysigcznych czgdci danego metalu w stopie nazywamy probq stopu ze
wzgledu na ten metal. Jezeli na przyklad stop srebra jest proby 0,875 to czyste
srebro stanowi 875°/,, masy tego stopu.

~ Przyklad. Stopiono 1200 g srebra proby 0,750 i 800 g srebra proby 0,875.
Jakiej proby jest otrzymany stop?

Rozwigzanie
calkowita zawartos¢ :
srebra w stopie: 1200-0,750 +800-0,875 = 1600 g
calkowita masa stopu: 1200+800 = 2000 g
b 1600
proba stopu: 2000 = 0,8.
.~ 0dp. 03.

Pytania i zadania

1. Co to sa liczby wymierne?

2. Co to sa ulamki zwykle?

3. Co to znaczy, ze ulamek zwykly jest a) wlasciwy, b) niewlasciwy? Podaé

przyklady.

4. Co to sa ulamki dziesigtne?

5. Co to jest okres ulamka dziesigtnego?

6. Jaka liczba jest okresem utamka skoriczonego?

7. Czy kazda liczba wymierna ma jednoznaczne rozwinigcie dziesigtne?

8. Oméwic pojecie a) procentu, b) pi'omila.

9. Co to znaczy zloto proby 0,940? ,
~ 10. Czy a) suma, b) iloczyn liczb wymiernych jest liczba wymierng?

- 11. Wyjasni¢, na czym polega odpowiednioé¢ wzajemnie jednoznaczna miedzy
] liczbami wymiernymi i okresowymi lub skonczonymi utamkami dziesigtnymi.
Dlaczego wykluczamy z rozwazafi ulamki dziesigtne o okresie 9?

12. Z ilu cyfr sklada si¢ okres rozwinigcia dziesigtnego utamka T
! { e T ol . 12
13. Jaka jest 69-ta cyfra za przecinkiem w rozwinigciu dziesigtnym liczby 45 ?

i 2

- 4. Jaka jest 135-ta cyfra za przecinkiem w rozwinigciu dziesigtnym liczby - ?
5. Skrécié utamki: \
96 27 141 36 764

s s SO T T

16. Obliczy¢:

R et B 5 SR 21
Detet it DR e
)1—2—3+9+14 d)4— 13+10~ Sl gt

2 2. 50 W



Uwaga: 4 —é—oznacza 4+ %itd.

17. Sprowadzi¢ do najprostszej postaci wyrazenie utamkowe

5 63-78 ) 56-63 95-105-150
42-36 ° 35-48° i @mg 35050
d) 44-49-56 - 121-:243-81 f) 2:4-6-8-10-12
66:42-48~ 270-11:486 ° 1:2-3:4-5-6
18. Znalez¢ liczbe, ktorej
T e 9 27 11 ;
a) 5 Wynosi 57, b) 7 Wymosi —5-, c) 3 Wynosi 25

19. % masy buraka cukrowego stanowi cukier. Ile cukru zawiera 225 kg burakéw

cukrowych ?
; : | . 4 ST s :
20. Jeden robotnik wykonat w ciagu dnia 5, drugi 3, a trzeci 73 dziennej

normy. Ktéry z nich najwigcej wykonat?

21. Obliczy¢
7 5P i sUNE 2
(14055 -~ 1385) 18 ke

o 1:500 ; ) 1:25 :
o _(1238+2762):02 0,3-0,15):0,3
(36,437—34,237):2,8125 (1,8842,12)-0,125

22. Obliczy¢
a) 49, liczby 62, b) 369, liczby 130, ¢) 189, liczby 360, d) liczbg, ktdrej
159, wynosi 8, e) liczbg, ktérej 709, wynosi 45.

23. Na amortyzacje maszyny odpisuje si¢ rocznie 129, jej poczatkowej wartosci,
co stanowi 1950 zI. Jaka jest warto$¢ nowej maszyny?

24. Stop zawiera 789, miedzi i 129, cyny, zas reszt¢ stanowi cynk. Ile kg miedzi,
cyny i cynku zawiera stop, jezeli cyny jest w nim o 1,8 kg wiecej niz cynku?

d)

¢ ok
25. Masa towaru brutto wynosi 172 kg. Tara stanowi 43- 9%, masy brutto. Jaka

jest masa towaru netto?

26. Jeden bok prostokata skrécono o 509, a drugi wydtuzono o 50%,. Jak zmieni
sie pole prostokata? :

27. Jaki jest skurcz liniowy zeliwa w ©/,0, jezeli dlugos¢ modelu wynosi 150 cm,
a dlugos¢ modelu po zastygnieciu 147,75 cm?

28. Czy moze by¢ 2x < x?

29. Obliczy¢

2 (5]
b) 14-(—5)-(+2)-(+7)'(— %)(‘ %)_‘71
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19. Liczby niewymierne

iech Z oznacza niepusty zbior liczb.

'bior liczb Z nazywamy ograniczonym z dolu, jezeli istnieje liczba m nie wieksza
azdej liczby tego zbioru, tzn.

V Ax=m (19.1)

m xeZ

'O liczbie m mowimy, ze ogranicza z dotu zbior Z.

przyktad zbiér N jest ograniczony z dotu przez liczby: 1, 0, — 100, itd.
inicja. Kres dolny zbioru liczb Z jest to najwigksza z liczb ograniczajaca ten
z dotu.

rzyktad kresem dolnym zbioru N jest 1. Zbiér R nie ma kresu dolnego.
liczb Z nazywamy ograniczonym z gory, jezeli istnieje liczba M nie mniej-
azdej liczby tego zbioru, tzn.

V AX<M (19.2)

M xeZ

iczbie M mowimy, ze ogranicza z géry zbiér Z.

icja. Kres gorny zbioru liczb Z jest to najmniejsza z liczb ograniczajaca
zbiér z gory.

‘Na przyktad kresem gérnym zbioru liczb ujemnych jest 0. Zbiér N nie ma kresu

‘K;rps (dolny, gérny) zbioru liczb moze naleze¢ do tego zbioru, a moze do niego
nalezec. !

Zbior, ktéry nie jest ograniczony z dotu, nie ma kresu dolnego, za$ zbidr, ktory
jést ograniczony z gory — nie ma kresu gdrnego.

zyblizenia dziesietne liczby wymiernej. Rozwazmy liczbe wymierna

_2_ = 0,66666...

1z dwa odpowiadajace jej ciggi przyblizen dzne51¢tnych ciag przyblizen
esigtnych z niedomiarem:

0.6 ¢ 10,66 ' 0,666 = ‘ (19.3)
z ciag przyblizen dziesigtnych z nadmiarem
0.7:.00,67; = 0667 (19.4)

zbiorze (19.3) nie ma liczby najwigkszej, podobnie jak w zbiorze (19.4) nie ma

by najmniejszej. Liczba —§4 jest najmniejsza z liczb ograniczajacych zbior (19.3)
; Ory i jednoczesnie najwigksza z liczb ograniczajacych zbiér (19.4) z dotu. Liczba
est kresem dolnym zbioru (19.4) i jednoczes$nie kresem gérnym zbioru (19.3).

Mozna udowodnié, ze kazda liczba wymierna jest kresem gérnym zbioru swoich
yblizeri dziesietnych z niedomiarem i kresem dolnym zbioru swoich przyblizen
esietnych z nadmiarem.
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05 liczbowa. Liczby wymierne mozna interpretowac geometrycznie. W tym celu
rozwaza si¢ tzw. o$ liczbowq, to znaczy prosta, na ktdrej obrano punkt poczatkowy (0]
i punkt jednostkowy 1. Kolejnos§¢ tych punktéw wyznacza dodatni wzrost osi (od O
do I), ktéry zaznaczamy strzatka (rys. 19-1). Punktowi O przyporzadkowujemy
liczbe 0, natomiast punktowi 7 — liczbe 1.

Q 0 I P Dodatni zwret
= o (s Al
Polos ujemna Polos dodatnia
Rys. 19-1

Dlugoéé odcinka OI przyjmujemy za jednostke dlugosci.

Punkt O nazywamy poczqtkiem osi; dzieli on o$ na dwie pdlosie: dodatniq —
na ktérej lezy punkt I — oraz ujemnq. '

Punkt O nalezy do obydwu potosi.

Kazdej dodatniej liczbie wymiernej x przyporzadkowujemy taki punkt P potozo-
ny na dodatniej potosi, ktérego odlegtos¢ od punktu O wyrazona w obranej jednostce,
réwna, jest x. Parze liczb przeciwnych przyporzadkowujemy pare punktow polozo-
nych symetrycznie wzgledem poczatku osi. Liczbom ujemnym odpowiadaja wigc
punkty ujemnej polosi. Na rys. 19-1 liézbie dodatniej x przyporzadkowany jest
punkt P, za$ liczbie ujemnej z — punkt Q.

Kazdej liczbie wymiernej przyporzadkowany jest na osi liczbo-
wej doktadnie jeden punkt. Istnieja natomiast takie punkty osi liczbowej,
ktére nie sa przyporzadkowane zadnym liczbom wymiernym.- Na rys. 19-2 przedsta-
wiona jest konstrukcja, ktéra pozwala znalez¢ taki wlasnie punkt B. Zauwazimy

findiad

Rys. 19-2

mianowicie, ze odcinki 04 i OB sa réwne, maja zatem réwne dtugoéci. Z twierdzenia
1 i SN : a i
Pitagorasa wynika, ze 04> = 2. Otoz nie istnieje liczba wymierna -, ktorej kwadrat

réwny jest 2. Istotnie, jezeli

5 2
(%)=2, to  a‘a=2:bb

Ostatnia réwnosé jest falszywa, poniewaz po rozlozeniu obu jej stron na czynniki
pierwsze czynnik 2 wystepuje po prawej stronie nieparzysta liczbe razy, natomiast
po lewej stronie — nie wystepuje weale, lub wystepuje parzysta liczbe razy. Hipo-
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L 0 istnieniu liczby wymiernej, ktorej kwadrat jest 2 doprowadzita nas zatem do

réwnosci falszywej, a wiec jest falszywa.

W zbiorze W nic istnieje zatem liczba, ktdra stanowi dtugos¢ przekatnej kwadratu

boku 1. Przyklad ten $wiadczy o tym, ze liczby wymierne nie wystarczaja

do mierzenia odcinkéw. Aby kazdemu odcinkowi méc przyporzadkowaé

liczbg stanowigca jego dlugos¢ rozszerzano pojecie liczby, wprowadzajac tzw.

liczby niewymierne. Takq jest na przyktad liczba, ktérej kwadrat réwny jest
2. Liczbe te oznaczamy } i

' Okreslenie liczby niewymiernej mozna podaé w oparciu o ciagi przyblizen dzie-

Si tnych. Wyjasnimy to na przykladzie.

‘Kazda liczba ciggu rosngcego liczb wymiernych:

Ly olids 1,40 naiileta s 1 14142 L (19.5)

pna te wlasnos¢, ze jej kwadrat jest mniejszy od 2, natomiast kwadrat kazdej
liczby ciagu malejacego

25 5501 ) A2 USRI i 413 (19.6)

est wigkszy od 2.

Ciag utworzony z réznic odpowiednich wyrazow ciagéw (19.6) i (19.5) ma-
leje do zera:

o0k 0,00 v GEs  0,0000: . .. (1%T)

Wynika stad, ze istnieje co najwyzej jedna taka liczba, ktdra jest kresem gérnym
oru (19.5) i jednoczesnie kresem dolnym zbioru (19.6). Uzylismy tu zwrotu co
najwyzej; nie jest on réwnoznaczny ze stwierdzeniem, ze liczba taka istnieje, lecz
oznacza, ze liczba taka jest dokiadnie jedna albo nie istnieje w ogdle. W zbiorze
W nie ma takiej liczby, bo gdyby byla, to jej kwadrat bylby réwny 2, co — jak
emy — nie jest mozliwe.

Liczba niewymierna V2 zapelni te luke.

Obliczamy dalsze wyrazy ciagéw (19.5) i (19.6), ktére wyznaczaja utamek dzie-

1,41421356... (19.8)

lamek ten uwazamy za rozwiniecie dziesietne liczby niewymiernej,
ktéra oznaczamy symbolem /2. Utamek (19.8) nie moze byé okresowy, bytby
owiem wowczas rozwinigciem dziesigtnym liczby wymiernej. Liczba y/2 jest kresem
ornym zbioru 19. 5) i jednoczes$nie kresem dolnym zbioru (19.6). Liczba ta nie
alezy do zadnego z tych zbioréw. Ciag (19.5) nazywamy ciggiem przyblizen dzie-
igtnych z niedomiarem, natomiast ciag (19.6) nazyWamy ciggiem przyblizen dzie-
gtnych z nadmiarem liczby y/2. Liczba niewymierna 2 o rozwinieciu
ziesigtnym (19.8) jest wiec kresem gérnym zbioru (19.5) swych przy-
lizen dziesietnych z niedomiarem i jednocze$nie kresem dolnym
‘zbioru (19.6) swych przyblizen dziesietnych z nadmiarem.

‘Inne liczby niewymierne, np. V3, =, okreslamy analogicznie.

Rozwinigcie dziesigtne liczby niewymiernej jest nieokresowe.

59



Zbiér wszystkich liczb niewymiernych oznaczamy symbolem IW.

Liczba niewymierna moze by¢ dodatnia -albo ujemna.

Dzialania arytmetyczne ‘na liczbach niewymiernych okreslone sa za
pomoca dziatari na przyblizeniach wymiernych tych liczb. Wyjasnimy to na przykta-
dzie sumy dwdch liczb niewymiernych x i y:

x = 0,1032981... y = 0,6928146... (19.9)

Rozwiniecia (19.9) sa z zalozenia nieokresowe.

Bierzemy pod uwage ciagi przyblizen dziesietnych liczby x

z nadmiarem: 02; 00l 0,104; 0,1033;

z niedomiarem: 0,1; 0,10; 0,103; 0,1032;
oraz ciagi przyblizen dziesietnych liczby y

z nadmiarem: 0.7 00: 10,693; 10,6929

z niedomiarem: 0,6; 0,69; 0,692; 0,6928;

Dodajac odpowiednie wyrazy dostajemy dwa ciagi

z nadmiarem: .08l 0,791 10,7962,

z niedomiarem: 0,7; 0,79; 0,795; 0,7960;
przyblizenn dziesigtnych sumy x+y

xEyi=10,796...

PrzybliZenia liczb. Blad bezwzgledny, blad wzgledny. Potrzeba przeprowadzania
obliczeri skiania nas czesto do postugiwania sie przyblizeniami liczb (zar6wno nie-
wymiernych, jak i wymiernych). Zwykle sa to przyblizenia wymierne w postaci
liczby dziesigtnej.

Niech a oznacza przyblizenie liczby dq.

Definicja. Blqd przyblizenia a liczby a, jest to liczba

b=a—a, (19.10)

Liczbe — b, przeciwna wzgledem b, nazywamy poprawkq.

Definicja. Blgd bezwzgledny przyblizenia a liczby ao jest to liczba
A=|a-a,]| (19.11)

Definicja. Blgd wzgledny (wzgledem przyblizenia a) jest to liczba

la—a,|
a

o= (19.12)

Jezeli a < a,, to a jest przyblizeniem z niedomiarem, jezeli natomiast @ > ao,
to a jest przyblizeniem z nadmiarem liczby a,
Sl ; 13 A
Przyklad. Zamieniajac utamek —5na utamek dziesietny, otrzymamy 1,444 ... .
Mozemy tu poprzesta¢ na jednym z przyblizen dziesigtnych:

VR T 0
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Jezeli zastapimy ulamek Jego przyblizeniem dziesigtnym 1,44, to napiszemy

13
7”144

znak ~~ czytamy: réwna si¢ w przybliZeniu) W tym przypadku popetlniamy btad:

13 1
‘ b=144- i T
. blad bezwzgledny
G 13 1
i l 1,44 — o e
raz btad wzgledny (wzgledem przyblizenia)
1 1

Czgsto si¢ zdarza, ze mamy liczbg dziesigtng i chcemy ja zaokraglié, tj.
drzuci¢ (zastapi¢ zerami) pewna liczbe jej cyfr koncowych, Wéwczas postepu-
. jemy w my$l nastepujacej reguly.

~ Regula zaokraglania. Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 0, 1
, 3 albo 4, to ostatnig z zachowanych cyfr pozostawiamy bez zmiany.
Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 5, 6, 7, 8 albo 9, to ostatnia
g zachowanych cyfr podwyzszamy o 1,przy czym jezeli jest nia 9,
‘to zastepujemy ja zerem i podwyzszamy o | poprzednia cyfre, itd.
Na przykiad liczbe x = 32,518 926... mozna zaokragli¢ w kazdy z nastgpujacych
- sposobdw:

x ~232,51893; x~U305189: ' x ~ 32.519:
X7~ 32:50; x~232 5 iz 33 x~y 30,
W rachunkach przyblizonych postugujemy si¢ czgsto pojeciem cyfry znaczqce.

Cyfra znaczqcq przyblizenia dziesietnego jest 1, 2, , 9, a ponadto 0 zawarte
‘migdzy nimi, oraz zera koficowe — jezeli oznaczaja brak Jednostek odpowxedmego

Zer poczatkowych, oraz zer konicowych napisanych w wyniku zaokraglenia lub

celu zapelnienia miejsca — nie zaliczamy do cyfr znaczacych. Na przyklad:

Liczba 21 007 ma pie¢ cyfr znaczacych.

Liczba 0,0086 ma dwie cyfry znaczace: 86. Jezeli t¢ liczbg zaokraglimy i zastapimy
czba 0,009 to ta ostatnia ma juz tylko jedna cyfre znaczaca: 9.

_' Liczba 1969 ma cztery cyfry znaczace. Jezeli tg liczbg zaokraglimy do 1970, to

- otrzymana liczba ma 3 cyfry znaczace.

~ Wiadomo, ze =~ 3,14. Przyblizenie 3,14 liczby = ma 3 cyfry znaczace. Jezeli

stapimy to przyblizenie liczba 3,1400, to liczba cyfr znaczacych nie zmieni sig.

zba cyfr znaczacych nie ulegnie takze zmianie, gdy zamiast 3,14 napiszemy

3,14.

\

61



W rachunkach praktycznych czesto mamy do czynienia z liczbami niewymier-
nymi postaci

a+b.yc : (19.13)

przy czym a, b i ¢ oznaczaja liczby wymierne, ¢ > 0 iﬁ ¢ W.
Na przyktad
— D 7
Lol e s
3-2y/5, =t=12, 3 3
Jezeli liczbe ¢ ustalimy, to zbidr wszystkich liczb postaci (19.13) ma interesujaca
wlhasciwos$é, a mianowicie suma, réznica, iloczyn oraz iloraz (gdy dzielnik jest rézny
od 0) liczb postaci (19.13) jest takze liczba tej postaci. '
A oto przyklady
G-5V2)+(-2+4Y2)=1-V2 .
(1=2/2)-@+Y/2) = 1.2+ 1-Y2+(-2/2) -2+
+(=2/2) Y2 =242 —4)2 -4 = by ety V0

24Y2 _ Q+V2)-(1+V2) _ 242/2+V2+2 _ 4+3V2 _ M
1-y2  (1-y2)(1+y2) 12-()/2) i
Algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego** przypominamy na przyktadach.

Przyklad. Obliczy¢ l/3—2 z dokltadnoscia 0,01 (tzn. z biedem bezwzglednym
mniejszym od 0,01).

obliczenia pomocnicze

1/32,00] 00 = 5,65 52<32, 6>32
ST i 28/=10
pierwsza reszta 700 1066 106-6 < 700, 107-7> 700
636 2:56 =112
druga reszta 6400 1125-5 1125-5 < 6400,
5625 11266 > 6400
trzecia reszta 775

' Objasnienie. Liczbe podpierwiastkowa dzielimy na klasy po dwie cyfry, poczy-
najac od przecinka dziesigtnego w obie strony. Liczba tych klas przed przecinkiem
(w rozwazanym przykladzie jest nia 1), réwna jest liczbie cyfr przed przecinkiem
w rozwinieciu dziesigtnym liczby V/32. Klasa skrajna przed przecinkiem moze
byé jednocyfrowa (inaczej niz w przyktadzie). Nastepnie dobieramy najwieksza
liczbe jednocyfrowa, ktorej kwadrat nie przekracza 32; jest nia 5. Cyfra 5 jest pierwsza
cyfra rozwinigcia dziesigtnego ¥/32. Kwadrat liczby 5, czyli 25 piszemy pod liczba
32 i odejmujemy od niej. Dostajemy tzw. pierwszq reszie: 3025 =.7. Za'cylra:7
dopisujemy kolejno cyfry nastepnej klasy: 700. Pierwsza cyfre szukanego rozwiniecia,
5, mnozymy przez 2, 2-5 = 10 i dopisujemy najwigksza cyfre 4, dla ktdrej liczba
trzycyfrowa 104 pomnozona przez liczbg jednocyfrowa A daje iloczyn nie przekra-
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acy 700. Cyfra ta jest 6. Jest to druga cyfra szukanego rozwinigcia, ktéra piszemy
przecinku za cyfra pierwsza, czyli za 5. Mnozymy 106-6 = 636. Piszemy ten
yn pod liczbg 700 i odejmujemy od niej. Dostajemy tzw. drugq reszte: 700 —
6 = 64. Za cyframi 64 dopisujemy kolejno cyfry nastepnej klasy: 6400. Liczbe
rzona z pierwszych dwdch cyfr szukanego rozwinigcia, 56, mnozymy przez 2,
= 112 i dopisujemy najwigksza cyfre¢ B, dla ktorej liczba czterocyfrowa 1128
nozona przez B daje iloczyn nie przekraczajacy 6400. Cyfra ta jest 5. Jest to
ecia cyfra szukanego rozwinigcia. Piszemy ja za dwiema pierwszymi cyframi,
li za 56. Mnozymy 1125+ 5 = 5625, piszemy ten iloczyn pod liczba 6400 i odejmu-
od niej. Dostajemy tzw. trzeciq reszte: 6400—5625 = 775. Na tym rachunek
ficzymy, gdyz :
5,65 <1/32 < 5,66
¥/32 ~ 5,65 z dokladnoscia 0,01.

‘Uwaga. Jezeli ktora$ z reszt jest rowna zeru, to algorytm pozwala obliczyé pier-
ek dokladnie.
oto dalsze przykiady

Y7225 = 85 Y/4]66]56 = 216
4

64 !
825 165:5 66 411
825 41
R 2556  426-6"
' 2556
T

1 0,03|19/00 = 0,178, z doktadnoscia 0,001. :
1

219 277
18

3000 3488
2784
216

suwanie niewymiernosci z mianownika, nalezy do czgsto spotykanych prze-
alceni liczb niewymiernych.

v Va—yb _ Va1
‘atys  (Va+Vb)(a-yb)  a-b ’

¥ 3 3 <3 3
ey LA IR S ST
Y2 (1+VDHU-V2+Y%) . 1P4(/2) 3
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Przyklad*. Usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika wyrazenia
i (53
2415 +2)2+Y10

Rozwiazanie. Poniewaz

2415 +2Y2 +Y10 = 200 +V2)+V5 1+V2) = Q+Y35)(1+V2)

wigc
I i 1 _e¥R0-¥2)
2124y e a2 - 6942 5

=G5-2(/2-D

Odp. (V5 -2/2-1).

Na zakoniczenie tego punktu podamy jeszcze jeden przyklad, ktorego rozwiazanie
wymaga pomystowosci i zrecznosei rachunkowej.

Przyklad**. Udowodnié, ze

f 20+14ﬁ+f/20— 1412 =4 (19.14)
Rozwiazanie. Poniewaz
20+ 142 = 8+12)/2 +12+2)/2 =
_ 2343.22.9/2 +3:2(1/2)* +(V2)* = @+V2)°
oraz
20— 1412 = 8—-12Y2+12-2y2 =
= 2°-3:222432:(¢/2* (/D = @-V

wiec lewa strona réwnosci (19.14) réwna jest

: ]3/(2+1f2)3 + f/(2—;f2)3 =24 Y342 Y2=4, cnd.

Pytania i zadania

1. Co to znaczy: zbidr Z jest ograniczony a) Z gory, b) z dotu? Pedac przyktady
zbioréw ograniczonych (z géry lub z dotu) i takich, ktdre nie sa ograniczone.

2. Podaé okreslenie kresu gdérnego zbioru liczb.

3. Podaé okreslenie kresu dolnego zbioru liczb.

4. Podaé przyklady zbioru, ktory :
a) ma kres dolny i kres gérny, b) nie ma kresu dolnego ani gérnego, ¢) ma
kres dolny i nie ma kresu gérnego, d) ma kres g6rny i nie ma kresu dolnego-

5. Poda¢ przyktad zbioru, ktoéry ma kres g6rny a) nalezacy, b) nie nalezacy
do tego zbioru.

6. Wyjasni¢ zwiazek miedzy pojeciami: liczba wymierna, ciagi przyblizen dzic-

sietnych (z nadmiarem, z niedomiarem) tej liczby, kres dolny i kres gorny.
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- 7. Co to jest oS liczbowa? Omowi¢ przyporzadkowanie liczbom wymiernym
' punktéw osi liczbowej i przyporzadkowanie odwrotne.

8. Udowodni¢, Ze nie ma liczby wymiernej, ktdrej kwadrat réwna sie a) 3, b) 5.
Wyjasnic¢ na przyktadzie ﬂokreélenie liczby niewymiernej za pomoca ciagéw
przyblizen dziesigtnych.

. Czy istnieje liczba niewymierna o rozwinigciu dziesigtnym majacym okres 132
Wyjasni¢ znaczenie termindw: blad przyblizenia, poprawka, btad bezwzgledny,
‘blad wzgledny, cyfra znaczaca.

12. Podaé i wyjasni¢ regule zaokraglenia.

Omowi¢ wihasciwosci liczb a+b]/c, gdzie a, b, ceW, ¢ >01 ]/Z¢ w.
Obliczy¢

a) /2916, b) V9604, ¢)- V73,4 z dokladnoscia 0,001,

d) ]/0 79 z dokladnoscig 0,001, e) ]/0 00092 z dokladnoscia 0,0001.
Usungé niewymierno$¢ z mianownika

2)

i Jieh) ol y. 1t e .
V2-1 T e
G GRS

1 e 1 2
D Ve s Yyl

1
AR S
V9-V6+Vy4
f6*f". Udowodnié réwnosé
V2+13 +Y/2=1/5=1

.\ Wskazdéwka: a = 2+y/5, b = 2— Vs, c—,/a+|/—
jf;, kazaé, ze c*+3c = 4.
: 7. Obhczyc

]/»— - ]/bc+ |/4ab2 |/ab+c l/— - ;/4ab2

e — 1,851, 6 =23, ¢c=0,149.

20. Zbior liczb rzeczywistych

Zbior liczb rzeczywistych jest suma zbioru liczb wymiernych i zbioru liczb nie-
miernych:

wu IW =R

Kazda liczba rzeczywista x ma dokladnie jedno rozwinigcie dziesietne:

skonczone lub okresowe, gdy x e W
nieokresowe, gdy x e IW
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za$ kazdy ulamek dziesigtny jest rozwinieciem dokiadnie jednej liczby rzeczywistej
(przypominamy, Z¢ utamki o okresie 9 sa .wykluczone). i

W zbiorze R okreslone sa relacje (= , <) oraz dzialania, 0 ktérych mowiliSmy
w punkcie 16.

Kazdej liczbie rzeczywistej jest przyporzadkowany dokladnie jeden punkt
osi liczbowej i na odwrot: kazdemu punktowi osi liczbowej jest przyporzadko-
wana dokladnie jedna liczba rzeczywista.

Liczbe x przyporzadkowana punktowi P osi liczbowej, nazywamy wspolrzedna
punktu P na tej osi.

Przyporzadkowanie punktom osi —wspo6trzednych, jest wzajemnie jedno-
znaczne.

Zasada ciagloéci. Kazdy zbior liczb rzeczywistych, ktory jest ograniczony z gory,
ma kres gorny (w zbiorze R).

Tej ostatniej wlasciwosci nie ma zbiér W. Na przyklad nie istnieje liczba wy-
mierna, bedaca kresem gérnym zbioru wszystkich liczb wymiernych, ktérych kwadrat
; jest mniejszy niz 2. Kres ten — jak wiemy — jest liczba niewymierna ]/5
Moéwimy, ze zbiér R jest ciagty. Zbior W nie jest ciagly.

W tabl. 20-1 zebrane sa niektore wiadomosci o zbiorze R.

Tabl. 20-1
|
R
LICZBY RZECZYWISTE
R- 0 R+
1 ujemne dodatnie
\ b f el
w | w |
LICZBY NIEWYMIERNE l LICZBY WYMIERNE
rozwinigcie dziesigtne | rozwinigcie . dziesigtne
nieokresowe skoriczone lub okresowe
W-C W G
liczby wymierne LICZBY CALKOWITE
* niecatkowite =2, =1,0,1, 2.,
C- e { | i a
Liczby catkowit 0 1
b 1 i ) || LICZBY NATURALNE
ujemne liczba 0 ‘ {iptad :
‘ G243y Ay en
U T T : \
| |
LICZBY ZLOZONE {1} | LiczBy PIERWSZE
4,6,8,9, 10,... R } 2505 a3
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Przedzialy, stanowia wazny rodzaj podzbioréw zbioru R.

Przedzial otwarty (a; b) okre§lamy nastepujaco:
xe(@ b)esa<x<b (20.1)
] przedziale tym nie ma liczby najmniejszej i nie ma liczby najwigkszej. Liczby
‘i b sa kresami: dolnym i gérnym zbioru (a; b).
Przedzial zamkniety (domkniety) {a; b) okre§lamy nastepujaco:
xeda;b)a<sx<b (20.2)
- Uwaga. Nierdwnoéci < oraz > nazywamy mocnymi (ostrymi) w odrdéznieniu
d nieréwnosci slabych (nieostrych) < oraz > ; przypominamy, Ze
a<be(@a<b)v(a=Db
W przedziale zamknietym < a; b ) istnieje liczba najmniejsza a oraz liczba
ajwicksza b.
: ‘Przedzialy: lewostronnie domkniety {a; b), oraz prawostronnie domkniety (a; b)
kreslamy tak:
xeda; byssa<s<x<b (20.3)
xe(@; by<ea<x<b (20.4)
- Ponadto rozpatrujemy przedzialy n‘ieOgran?czone (nieskoniczone):
xe(—ooja)s>x<a
xe(q; +o0) > x>a
az (—oo; +o0) = R.
Na rys. 20-1 przedsta wiona jest interpretacja geometryczna przedziatow.

2 i X
a b a b
(@;b) ib)
e g A R g o X
a b a b
<aib) (a;by
Rys. 20-1

Pytania i zadania

1. Wyja$ni¢, na czym polega wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie liczbom
rzeczywistym a) ich rozwinieé dziesigtnych, b) punktéw osi liczbowe;j.

2. Co to jest wspdlrzedna punktu P ng osi liczbowej ?

3. Poda¢ zasade ciaglosci.

4. Czy zbiér W jest ciagly? Czy zbidr R jest ciagly?

5. Podaé okreslenie przedziatu a) (a; b), b) < a; b, ¢) (a; b >, d) {a; b),
e) (= o5 a), ) (a; + ©0).

6. Narysowa¢ zbidr liczb
a) (=5: 03 'n(=1; 2, b) C =313 CU{=51)
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21**, Grupa. PierScien. Cialo

Zwrécimy tu uwage na niektore whaéciwosci podzbioréw zbioru R.

Grupa. Bierzemy pod uwagg zbior dodatnich liczb wymiernych, Wi.
Zbiér ten ma nastepujace wiasciwosci:

1. W zbiorze W, okreslone jest mnozenie ()

;i [(xeW.) A (yeW,)]= (x-y) e W,
II. Mnozenie jest Igczne
(x:9)z =x(y:2)
[II. W zbiorze W, istnieje element jednostkowy (a mianowicie liczba 1) taki,
7e dla kazdego x € Wi
xl=1x=x
IV. Dla kazdego x € W, istnieje w zbiorze W, element odwrotny (a mianowicie

. 1 g
liczba ) taki, ze

L

e x
Zbi6r, ktéry spetnia warunki I—IV, nazywamy grupg ze wzgledu na dziatanie (-)
Zbiér W, stanowi grupe, z mnozeniem (-) jako dzialaniem grupowym.

PierScien. Bierzemy pod uwage zbiér liczb catkowitych €. Zbidr ten ma
nastepujace wiasciwosci:
I. W zbiorze C sa okreslone dwa dzialania: dodawanie (+)
[(xeC) A (yeO]=(x+y)eC

oraz mnozenie ()

[(xeC)r(yeC)]=(xy)eC

II. Dzialania (+) i (+) sa przemienne i lgczne, a ponadto mnozenie jest roz-
dzielne wzgledem dodawania ( por. wzory (16.5)—(16.9), str. 41).

IIL. W zbiorze C okrelone jest dzialanie odwrotne do dodawania — odejmo-
wanie (—)

[(xeC)r(yeQ)]=(x-»)eC

Zbiér, ktéry spetnia warunki I-III, nazywamy pierscieniem. Zbiér C jest
pier§cieniem liczbowym.

Cialo. Rozwazmy zbiér R. :

I. W zbiorze R okre§lone sa dwa dziatania: dodawanie (+) i mnozenie (-)

[xeR)A (yeR)]=(x+y)eR
oraz
[xeR)A (yeR)]=(xeER

II. Dzialania te sa lgczne, przemienne, oraz mnozenie jest rozdzielne wzgledem

- dodawania.
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" III. W zbiorze R istnieje element zerowy (modut dodawania) a mianowicie taka
liczba 0, ze dla kazdego x
x+0 = x

element jednostkowy (modut mnozenia) a mianowicie taka liczba 1, ze dla
dego x
opeli=ty

- IV. W zbiorze R okre$lone jest dzialanie odwrotne do dodawania — odejmo-
ja (—) :
[xeR) A (yeR)]= (x—y)eR

az ‘dzialanie odwrotne do mnozenia — dzielenie (:) — z wyjatkiem dzielenia przez 0
’ : [(xeR) A (ye R—{0D] = (x:))eR

'6r, ktéry spelnia podane tu warunki I—IV, nazywamy cialem. Zbiér R jest
atem liczbowym.

Pytania
. Jaki zbiér nazywamy a) grupa, b) pierécieniem, c) cialem liczbowym?
. Sprawdzi¢, ze a) zbior W jest cialem, b) zbiér N nie jest pierscieniem.
Odpowiedzi do rozdz. 11}
16.
16/15. 12. prawdz. dla a > b, falsz. dlaa < ib. 17 Wzro$nie dwukrotnie. 18. l/l —X.
i. 1849. 20. 44. 21. 12. 22. a) 540, b) —1, 0 —2— b*|ac|, d) |x|,e) ]/32, f) ]/2187

n

\‘21/3- 23. 3x—9 gdy x> 5, x+1 gdy3<x <5, 7—x gdy 1 < x <3, oraz
-3x gdy x < 1.

17.
NWP = 560, NWW = 11 760.
18.

0 7. tak. 10. tak. 11, Okres wykluczamy dlatego, zeby mie¢ jednoznacznos¢
inigcia, gdyz np.
0,2 =0,2(0)'=0,1999... = 0,1(9)

2 1 1 1
. 16. 13, 1. 14. 5. 15. a) -F ’ b) 3 s C) —17 s d) ﬁ 3
2 13 21
_1’5— . 16. a) 2, b) 26, C) 5, d) J 17. a) T 5 b) *T(T ’
49 99 3 6
) 5, d) ?4—.‘ > e) % s f) 64. 18. a) 6, b) 5 s C) 29 -1—1"
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19. 100 kg. 20. Drugi. 214 a)i60, b) 18 —;—, ¢) 1, )il

22. a) 2,48, b) 46,3, c) 648, d) 33 —:1;, e) 64 % 23. 16250 zt.
' 24. 70,2 kg miedzi, 10,8 kg cyny, 9 kg cynku. 25. 164,6 kg. 26. Zma-
leje 0 25%: 27015% 0 26. tak, np. dla x = —1. 29. a) —l%g—,
b) —112.
19.

10, nie. 14. 2) 54, b) 98, ©) 8,567, ) 0,888, ©) 0,0303.
5 &) V3rl, B 024D, © 2 (/30+32-2/D),

1 7 3 5 ALl
d) —2_(231/2“’3/6), e) M‘r’_%w,

f)# ('/§+‘/§')2(']/§_]/—7) ] g)*, :i/-z_'*s'i/g_ . 17*. 6.



Rozdzial IV

FUNKCJE, ROWNANIA I NIEROWNOSCI

'22. Funkcje jednej zmiennej

Pojecie funkcji (odwzorowania) omawiali$my juz'na str. 35. Wiemy, ze:
. funkcja f odwzorowujaca zbiér X w zbiér ¥ jest to przyporzadkowanie
demu elementowi x ze zbioru X dokladnie jednego elementu y ze zbioru Y.
Funkcje f zapisujemy tak: ]

x>y =f(x), gdzie xe Xiye¥ (22.1)

czym

x nazywamy argumentem funkcji lub zmienng niezalezng
y nazywamy wartosciq funkcji lub zmienng zalezng
f jest symbolem funkcji czyli odwzorowania ;
X nazywamy dziedzing lub zbiorem argumentow funkcji
Jezeli funkcja f odwzorowuje zbiér X na zbiér ¥ (tzn. jezeli kazdy element
zbioru Y jest przyporzadkowany co najmniej jednemu elementowi zbioru X), to
Y nazywamy przeciwdziedzing lub zbiorem wartosci funkcji.
. Zajmiemy si¢ obecnie takimi funkcjami, dla ktérych Xi ¥ sa pewnymi zbiorami
liczb rzeczywistych. Sa to funkcje jednej zmiennej liczbowej, ktérych wartosciami
g takze liczby. :
Na przyktad

x—y=x% gdzie xe Ri y e R, V{0} (22.2)
nowi zapis funkeji jednej zmiennej liczbowej, ktora przyjmuje wartosci liczbowe.
Funkcja moze by¢ okreslona w rézny spos6b. Na przyklad za pomoca jednego
o kilku wzoréw, za pomoca tabeli warto$ci, wykresu, umowy wyrazonej stowami,
b jeszcze inaczej.
W dalszym ciagu poznamy wiele réznych funkcji. .
Zamiast (22.1) piszemy zazwyczaj po prostu

y =f) (22.3)

zie x € X. Warunek y € ¥ czesto pomijamy. Znalezienie przeciwdziedziny funkcji
oze byé trudne. Niekiedy pomijamy takze zapis x € X. Nalezy wéwczas przyjac,
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7e dziedzina funkcji jest zbiér wszystkich liczb, dla ktérych prawa strona réwnodci
(22.3) jest okreslona. :

Przyklad. Znalez¢ dziedzing X funkcji

1
x2—x

y=

Rozwigzanie :
xeXeox’—x £0x(x—1) 0= [(x #0) A (x#£ D] <
<xe(—o0; ) UO; )U(d; + o0).

Odp. (—o0; 0) U (0; 1) U (1; + o).

Wykres funkcji. Funkcje jednej zmiennej liczbowej mozna interpretowaé geomet-
rycznie sporzadzajac jej wykres w ukladzie wspéirzednych.

Definicja. Uklad wspolrzednych prostokatnych na plaszczyZnie jest to para osi
liczbowych wzajemnie prostopadlych i o wspdlnym punkcie poczatkowym O, zwa-
nym poczatkiem ukladu (rys. 22-1).

1] ol [

|

|

05 odae/.‘ych |
L I

"4 —3 —Z —1 (o [ A e |

I
N
I

1]

b
1

0s rzednych
=

|
5
I

Rys. 22-1

0§ pozioma nazywamy osiq odcietych i oznaczamy zazwyczaj OX; na tej osi
odkladamy wartosci zmiennej niezaleznej x. Druga o$, pionowa, nazywamy osiq
rzednych i oznaczamy OY; odkladamy na niej wartosci zmiennej zaleznej y, czyli
wartosci funkciji.

Taki uklad wspétrzednych oznaczamy OXY; dzieli on plaszczyzne na cztery
éwiartki (I, II, III i IV, patrz rys. 22-1).

Kazdemu punktowi 4 rozwazanej plaszczyzny przyporzadkowujemy pare liczb:
odcigta x oraz rzgdna y. Odcigta x jest wsptrzedng na OX rzutu prostokatnego
punktu 4 na t¢ oS. Rzgdna y jest wspélrzedna na OY rzutu prostokatnego punktu
A4 na 0Y.

Liczby x i y nazywamy wspdirzednymi (prostokatnymi) punktu A4. Zapis A(x, y)
oznacza, ze x jest odcigta, natomiast y jest rzedna punktu 4. Na rys: 22-1 punkt
A ma odcigta +4 i rzedna +3.
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Poczatek ukladu ma obie wspdlrzedne réwne zeru: O(0, 0).

Kazdy punkt OX ma rzedng réwna zeru, natomiast kazdy punkt OY ma od-
cieta Téwna zeru. N

Przyporzadkowanie punktom plaszczyzny - uporzadkowanych par (x, ») liczb
zeczywistych jest wzajemnie jednoznaczne: kazdy punkt ma dok}adnie jedna
parg wspolrzednych (w ustalonym ukladzie) i dla kazdej pary liczb rzeczywistych
stnieje doktadnie jeden punkt, ktérego wspSlrzednymi sq te liczby.

Definicja. Wykres funkcji y = f(x) jest to zbi6r wszystkich punktéw (x, f(x)), gdy x
ezy do dziedziny tej funkcji.

Wykres funkcji sporzadzamy zazwyczaj w ten sposéb, ze na wstepie ukladamy
abelke jej zmiennoéci, przyjmujac kilka wartosci liczbowych argumentu i oblicza-
odpowiadajace im warto$ci zmiennej y. Nastepnie rysujemy uktad wspéirzednych
OXY i zaznaczamy punkty, ktérych wspéirzednymi sa pary (x, y) wzigte z tabelki.
Vajac juz kilka zaznaczonych w ten sposéb punktéw taczymy je, choéby odrecznie,
skujac przyblizony wykres funkcji y = f(x).

Przyklad. Wykreslié funkcje y = x2.

Rozwigzanie. Uktadamy tabelke zmiennosci funkcji, f(=2) =4, f(-1) =1,
0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 4, nastepnie rysujemy uklad OXY, zaznaczamy na
sunku punkty (-2, 4), (=1, 1), (0, 0), (1, 1) i (2, 4), wreszcie laczymy je
linig (rys. 22-2).

Tabl. 22-1
x -2 | -1 1 2
» 4 1 1 4
Y
_____ AT )

N |

| |

I o |

I Yl [
| |

I A I

| |

; I
QU I |

T ki

: | ' [ l

| | i i
-2 =1 0 7 4
Rys. 22-2 ]
'Funkcja stala jest to funkcja
y==k 22.49)

ie k jest dang liczba. Wykresem funkcji (22.4) jest prosta réwnoleglta do OX
Przechodzaca przez punkt (0, k).
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Propofcjonalnoéé prosta. Funkcja :
y = kx, (k #0) (22.3)

przy czym X € R, wyraza zaleznoéé zmiennej y od zmiennej x, zwana proporcjonal-
nosciq prostq.

Wykresem funkcji (22.5) jest prosta; przechodzi ona przez poczatek uktadu oraz
przez punkt A(1, k), gdyz zaréwno para (0, 0) jak i para (1, k) spetniaja réwnos¢
(22.5).

Na rys. 22-3 przedstawiono wykres funkcji (22.5) dla k = 2.

¥

Z RS |
:y=2x

iy
|

a | X
1

Rys. 22-3

Z réwnoéci (22.5) wynika, ze zmienna y jest wprost proporcjonalna
do zmiennej x wtedy i tylko wtedy, gdy stosunek (iloraz) a2 jest staty
X

(réwny k) dla kazdego x # 0; dla x = 0 jestiyi=10:
Zamiast réwnoéci (22.5) mozna wigc dla kazdego x # 0 napisaé

y =
5 k (22.6)
Liczbe k nazywamy wspdlezynnikiem proporcjonalnosci (proste;).
Na przyklad obwdd kota, 2mr, jest wprost proporcjonalny do promienia
r przy czym wspélezynnik proporcjonalnosci wynosi 2.
Obwéd kwadratu, 4a, jest wprost proporcjonalny do dtugosci @ boku, przy czym
wspGlezynnik proporcjonalnosci wynosi 4.
Przyklad. Jezeli ruch odbywa sig ze stata predkoscia o, to droga s przebyta
w czasie ¢ wyraza si¢ wzorem |

s =0t

Droga s jest wprost proporcjonalna do czasu Z. Stala predko$¢ v jest tu wspdiczyn-
nikiem proporcjonalnosci.

: Przyklad. Zaréwka zuzywa w ciagu 14 godzin 0,84 kWh energii elektrycznej.
Ile energii zuzyje ta zaréwka w ciagu 45 godzin?
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Rozw1qzan1e Tloé¢ zuzytej energii elektrycznej jest wprost proporcjonalna do
su palenia si¢ zaréwki. Poniewaz stosunek tych dwéch zmiennych jest staly
'. (22.6)), wigc

0,84 y : i
T ,‘czyh Wi 2.0
Odp. 2,7 kWh.
Proporcjonalno$¢ odwrotna. Funkcja
y=%, G#0 (227

czym x € R — {0}, wyraza zalezno$¢ zmiennej y od zmiennej x, zwang pro-
: )tcjonalnos’ciq odwrotnq.

 Wykresem funkcji (22.7) jest linia zwana hiperbolq.
- Na rys. 22-4 przedstawiono wykres funkcji (22.7) dla K2

Rys. 22-4

.~ Z réwnosci (22.7) wynika, ze zmienna y jest odwrotnie proporcjonalna
‘do zmiennej x wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn x-yjest staty (réwny k)
a kazdego x # 0.
. Zamiast réwnosci (22.7) mozna wigc napisaé
Xy =tk e A) (22.8)
Liczbe k nazywamy wspdlczynnikiem proporcjonalnosci odwrotnej.
~ Na przyklad dlugos¢ a jednego boku prostokata przy ustalonym polu S jest
“.;'odwrotnie proporcjonalna do dtugosci b drugiego boku, przy czym wspdtczynnikiem
. proporcjonalnosci odwrotnej jest tu S:
a:hi—iS
Czas ¢t trwania ruchu jednostajnego przy usta]one_y drodze s Jest odwrotme pro-
nej jest tu s:

i
T
b
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Objetosé V gazu doskonalego jest przy ustélonej temperaturze o'dv?rotnie{‘
porcjonalna do ci$nienia p tego gazu - &
§ / x

PV = const
Réwnos¢ ta wyraza tres¢ prawa Boyle’a — Mariotte’a.

Przyklad. 12 robotnikéw wykona pewna pracg w ciagu 15 dni. W ciagu ilu
wykona t¢ pracg 4 robotnikéw ?

Rozwiazanie. Zakladamy, Zze zmiana liczby robotnikéw nie zmienia wa
kéw pracy. Czas trwania pracy jest wigc odwrotnie proporcjonalny do liczby
botnikéw. Poniewaz iloczyn tych dwéch zmiennych jest staly (por. (22. 8)),

12 15—4x czyli x = 45
Jdp. 45 dni. e

Funkcja y = |x|. Poniewaz réwno$¢ y = |x| oznacza, e y = —x dla x
oraz y = x dla x > 0 (por. str. 45) wigc wykres funkcji y = [x| sklada si¢ z dw
j26tprostych wyprowadzcenych z punktu (0, 0) i polozonych symetryczme wzgl
oY — rys 22-5

|
:
1
Rys. 22-5

Funkcja y = [x]. Symbol [x] oznacza czesé calkowitq hczby x, czyli najwigksz
z liczb calkowitych nie w1ckszych od x.
Mamy wigc
[x]eC i Ph s x<< [l

Na przyklad [-)/3] = =2, [0] = 0, [/2] =
N rys. 22-6 przedstawiony jest wykres tej funkcji.
4 g /

Yy
. 8 e
y=[] o
2 T'_‘Ju’ J
|
: e R
s T B S e e
| 1
e
‘——-o‘l'—-ZL.
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A oto zadanie tekstowe na znajdowanie funkcji.

Przyklad*. Na drodze a metréw przednie kolo bryczki obrdcilo sie x razy,

' a tylne koto wykonalo b obrotéw mniej. Niech ¥ oznacza rdznicg¢ obwodéw tyl-

nego i przedniego kola, wyrazona w centymerrach. Znalezé zaleznos¢ y od x.
Rozwiazanie ;

liczba obrotéw tylnego kota x—b

droga przebyta przez tylne kolo, w metrach a

obwdd tylnego kola, w metrach e

..obwéd przedniego kola, w metrach —

a  ax—ax+ab ab

‘rézmca obwodéw két, w metrach P Rk Gohs = i

100 ab
Odp. y = m)“ .

Pytania i zadania =

. 1. Wyjasni¢ znaczenie terminéw a) funkcja, b) zmienna niezalezna, c¢) zmienna
zalezna. ;

~ 2. Znalez¢ dziedzing funkcji

a)y—xz-l-—l’ b)y—xT—I’ 9 y=yIi-x2,

d) y =yx*-1. :
3. Co to jest uklad wspétrzednych prostokatnych na plaszczyznie ?
4. Co to sa wspotrzedne prostokatne punktu? S

5. Co to jest wykres funkcji?
- 6. Co to znaczy: y jest wprost proporcjonalne do x? Podaé przyklad.

7. Jaka funkcja wyraza proporcjonalnosé prosta ? Sporzadzié wykres tej funkcji.
8. Co to znaczy: y jest odwrotnie proporcjonalne do x? Podaé przyklad.

9. Jaka funkcja wyraza proporcjonalno$¢ odwrotng ? Sporzadzi¢ wykres tej
funkcji.

Yy

- 10. Co to jest wspdlczynnik proporcjonalnosci a) prostej, b) odwrotne;j?

11, W ktorej éwiartce plaszczyzny odcigta oraz rzedna punktu maja a) taki sam
znak, b) rézne znaki?

12 Narysowa¢ punkty: A2, 1), B(-3, 2), C(0, -2), D2, -1).

13. Wykresli¢ funkcje a) y = [x=1], b) y = [2x+5|.

4. Wykresli¢ funkcjg a) y = [x+2], b) y = [%]

15, Dana jest funkcja f(x) = x2+ —;— Obliczyé
DM, b S(=3), o f@, 9 f(—i«) ) f(;l)
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16. Znalez¢ dziedzing i sporzadzi¢ wykres funkcji

dy=Vx, By=Vx, 9y=Vx, dy=y=.
17. Sporzadzi¢ wykres funkcji stalej y = k dla a) k = =2, b) k=0, ¢c) k=1
18. Diugosci dwéch bokéw prostokata wynosza odpowiednio @ cm i b cm. Ka
bok. zwigkszono o x cm. Wyrazi¢ przyrost y pola za pomocg x. :
19*. Dany jest prostokat o bokach @ i b, przy czym a > 2b. Dlugoéé boku |
zwigkszono o x, dtugosé boku @ zmniejszono o 2x. Wyrazi¢ przyrost y pola
jako funkcje zmiennej x. Dia jakiej wartosci x 0 pole nie ulegnie zmianie?

; 2 \
20. Rura dostarcza do zbiornika 116-3— litra wocy w ciggu 7 minut. Ile wod)

dostarczy ta rura w ciggu 15 minut?
21. Samochéd cigzarowy zuzywa na trasie 35km 11,21 benzyny. Ile benzyny
zuzywa ten samochdd na trasie 10 km? X
22. Wiadomo, ze a:b = c:d. Wyprowadzi¢ nastgpujace proporcje

e—b - g—~d .. ¢—d i et2b _ o e
b)) ——p =5 daa#bd o

trzecia w czasie x godzin. Znalezé zalezno$é czasu y napelmama zbiorni
od x. Sporzadzié wykres.

24*. Wykreslic funkcje y = x+ /x> +4x+4+)/x2—2x+ 1

23. Wiasciwosci funkcji

dla ktorej warto$é funkcji jest réwna zeru. :

Na przyklad funkcja y = x+ 1 ma tylko jeden punkt zerowy: jest nim liczba —1,
Funkcja y = x2—1 ma dwa punkty zerowe, a mianowicie —1 i +1. Na rys. 23'
przedstawiono wykresy tych dwéch funkcji. i

¥: i

y=x+1 ' y=XZ—I

1/ 3
__/ foo~ oy o +1 yo8
v : 0 o2 b

Punkt Punkt \Punkt s
/ zerowy zerowy = \z'emwy 4

. Rys. 23-1
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Jezeli liczba z, jest punktem zerowym funkcji f, to f(xy) = 0, wiec
punkt (xz,, f(x)) nalezy jednoczesnie do wykresu funkcji f i do osi OX.
Deﬁnicj‘a. Funkcje f nazywamy rosnqcq w zbiorze X, gdy dla kazdych dwéch
liezb x, i x, z tego zbioru

& x < x; = flx,) < flx3) (23.1)

Funkcja rosnaca przyporzadkowuje wigkszej wartosci zmiennej niezaleznej
- wigksza warto$¢ zmiennej zaleznej.

- Przyklad. Wykaza¢, ze funkcja

x . ;
iy gdzie xe(—1;+m) (23.2)
jest rosnaca ‘w swej dziedzinie.
Rozwigzanie. Niech
Xy €(—1; 400), x, €(—1; + ), oraz x, < x, (23.3)
Wystarczy udowodnié, ze :
Sx2)=f(x,) >0 (23.4)
Poniewaz
. : % x X3—X
FO)=f(xy) = 3 . T

Yhus d4x,. i)ty
wiec z uwagi na warunki (23.3) nieréwnosé (23.4) jest speiniona.

Na rys. 23-2 przedstawiony jest wykres funkcji (23.2).

Y
Funkcja rosngca

=1 L LA
l 0 1 2
! X
} Y= 74x
i X
|
2 |
‘ Rys. 23-2

4: De,ﬂnicja.. Funkcje f nazywamy malejacq w zbiorze X. gdy dla kazdych dwéch
iczb %; i x, z tego zbioru

xy < %, = flx,) > fx,) (23.5)

- Zwracamy uwagg, ze kierunek nieréwnosci miedzy warto$ciami funkcji jest®
¥ implikacji (23.5) przeciwny niz w implikacji (23.1): wigkszej wartosci argumentu
rzyporzadkowana jest tu mniejsza warto$¢ funkcji.
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Na przyktad funkcja

=%

E gdzie xe(—1;+)

jest malejaca w swej dziedzinie, pomewaz dla kazdych dwdch liczb x,, x, z;
dzialu (—1; + oo) spelniajacych warunek x; < x,, mamy

=X . =(Xa=%,)
f(xz) f(xl) l+x l+J:1 S (l+x3;(l +1x1) 5

Na rys. 23-3 przcdstawxony jest wykres funkcji (23.6).

| '

]

]| Funkcja malejgca

|

{

1 1 1 X
~F 0 1 2

= —_ x <
Y=T7+x

. Rys. 23-3

Definicja. Funkcje f nazywamy okresowq, gdy istnieje taka liczba T = 0, ze

kazdej liczby xz dznedzmy funkcji f hczba x+T takze nalezy do tej dzx d

oraz e/

: f(x+T) Sf(x) (23
LlCZbQ T nazywamy okresem funkgji f.

Interpretacja geometryczna tej definicji przedstawiona Jest na Tys. 23-4.

W Fx+T) =1x)

_.__/Hm._,l__-ﬁ._ ..... 5 __'_7(:%_; g
£ x\/ x+r\/ x+2Tv

Funkeja okresowa
Rys. 23-4

Najmniejszy okres dodatni (jezeli istnieje) nazywamy okresem zasadmczym
podstawowym..

Na przyklad funkcja y = sin x jest okresowa i jej okres podstawowy wyno
2r. Kazda liczba 2x- k, gdzie k € C— {0}, jest takze okresem tej funkcji, np. 4=

B Przyklad. Znalez¢ okres podstawowy funkcji

y. = cos 4x (23
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,. : szwiqzanie. Podstawmy 4x = u. Funkcja cos‘u ma okres podstawowy
2, wigc 4T = 2w, czyli T = .
T
Odp 7.
- Kazda liczba (rézna od zera) jest okresem kazdej funkcji stalej, natomiast zadna

funkcja stata nie ma okresu podstawowego, poniewaz nie istnieje najmniejsza liczba
dodatnia. ;

Przyklad. Funkcja
y =x-[x] (23.9)
jest okresowa i ma okres podstawowy réwny 1.
Na rys. 23-5 przedstawiony jest wykres tej funkcji (por. rys. 22-6)
Ve
y=x—[x]

| LA

A S EL R R

Funkcja | okresowa

Rys. 23-5

Definicja. Funkcje f nazywamy parzystq, gdy dla kazdej liczby x z dziedziny
funkcji f liczba przeciwna —x takze nalezy do tej dziedziny, oraz

J(—x) = fix) (23.10)
Interpretacje geometryczna tej definicji przedstawia rys. 23-6.

F—x)=1(x)

|

|
: ;

X X
Funkcja |parzysta

Rys. 23-6

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi rzednych. -
Funkcjami parzystymi sa na przyklad

y =cos x, poniewaz cos (—x) =cos x
gl poniewaz (—x)?® = x? :
1
4
X
X2

1 :
y= 4 oy poniewaz (—x)*+

1
(-x)?
bs Matematyka
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Definicja. Funkcje f nazywamy nieparzystq, gdy dla kazdej liczby x z dzie
funkcji f liczba przeciwna —x takze nalezy do tej dziedziny, oraz:

o) = —f @

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny ‘wzgledem pocz
uktadu (rys. 23-7).

f(~x) =—F(x)

Funkgja, .nieparzysta
Rys. 23-7

Funkcjami nieparzystymi sa na przyklad

y=sinx, poniewaz sin(—x)= —sin x o
y=x, poniewaz (—x)* =-x3

1 o 1 1
y—_-?, poniewaz '—:—-x-—‘—':—;'

Zwracamy uwagg, ze funkcje parzyste i nieparzyste nie wyczerpuja wszys!
funkcji. Nie kazda funkcja, ktéra nie jest parzysta jest nieparzysta. Podobnie, nie
kazda funkcja, ktdra nie jest nieparzysta jest parzysta. Istnieja funkcje, ktére
nie sg parzyste i nie sa nieparzyste. Na przyklad '

yu 2l (@312

Przesunigcie wykresu funkcji. Z geometrii wiadomo, ze przesunag figure F o wektor
© znaczy to: przesunaé kazdy punkt tej figury o ten wektor. "
Jezeli punkt A(x, y) przesuniemy o wektor © = [p; g], to otrzymamy punkt
A'(x+p, y+q). Przesunigcie takie pokazane jest na rys. 23.8. j
Jezeli znamy lini¢ L stanowiaca wykres funkcji y = f(x), to wykres

y=flx-p)+q
go punktu tej przesunietej linii maja te wlasciwosé, ze réznice x—p i y—q sa wspél-

rz¢dnymi pewnego punktu linii Z, (rys. 23-9) a wiec spelniaja zwiazek y—¢q = f(x—p). :
Stad dostajemy réwnos¢ (23.13).

Przyklad. Sporzadzi¢ wykres funkcji
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Aletp, y+q)

y=flx—p)+q

S——
X
0 p Pl e Y oy 4
Przesuniecie punktu A 7
0 wektor V- s y=r{x)
Rys. 23-8 Rys. 239
y= x?—4x+1
Rozwigzanie. Mamy tu ,
g y=(x-2)>-3 (23.14)

wiec szukana linia jest wykres paraboli y = x2, przesuniety o wektor o = [2; —3].
- Odp. Rys. 23-10.

\ Y /
\ bl &
\ / y=x"—4qx+1
2
y=x \ \_ // /
* \ / >
\ & 3
et L MR O S
e =0 ¢ /S8 B 2
E. il I
) T \v=t—9
Y ol :
s |
3 e
59
Rys. 23-10

w wielu innych przypadkach. dogodnie jest wprowadzi¢ nowy uklad wspéirzednych
prostokatnych, przesuniety réwnolegle wzgledem uktadu OX Y. W tym celu obieramy
punkt O’ — poczatek nowego ukladu — i prowadzimy przezedi o§ O’X’ zgodnie
1éwnolegla do OX, oraz o§ O'Y’ zgodnie réwnolegta do OY. Jezeli wspdirzednymi
,' tu O’ w ukladzie OXY sa odpowiednio p i g, to migdzy wspoirzednymi (x, »)
oraz wspSirzednymi (x’, y’) tego samego punktu w ukladzie O'X'Y’, zachodza
astepujace zwiazki (por. rys. 23-11) s

x=p+x’

y=q+y (23.15)

‘Rowno$é (23.13) mozna wigc zastapié taka réwnoscia: Y = fix').
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Na przyktad w celu sporzadzenia wykresu funkcji (23.14) wpx"owadzamy nowy
uktad wspdtrzegdnych O'X’ Y’, umieszczajac jego poczatek O’ w punkcie (2, —3),
a nastgpnie wykreslamy w tym ukladzie parabolg y’ = (x')® — rys. 23-12.

4
1 x=p+x’ y=x’—4x+1
Y [v st \
’ A 4 )_
R s
! : k-, X
' 1
01\ =l)(, X’ 0 -
: : 2 y'=(x)
[p,’ Q/ i ‘l X = '
v P X -3+ v | (| X/
Przesunigcie rownolegle = ARSI
ukladu wspolrzednych
Rys. 23-11 Rys. 23-12

Zwracamy uwage, Ze ta sama parabola jest w ukladzie OX Y wykresem funkeji '
= x?—4x+1, natomiast w ukladzie O'X’'Y’ — gdzie O’ (2, —3) — wykresem
funkcji ¥’ = (x")2.

Pytania i zadania

Co to jest punkt zerowy funkcji? Podaé interpretacje geometryczng. v
Poda¢ okreslenie i przyklady funkcji rosnqcej. Vil
Udowodni¢, ze funkcja y = x? jest rosnaca na dodatniej pétosi.
Poda¢ okreslenie i przyklady funkcji malejgcej.

Udowodni¢, ze funkcja y = x? jest malejaca na ujemnej pétosi. i
Podac okreslenie funkcji okresowej. Zapisaé te definicjg korzystajac z symbo-
16w logiki. Co to jest okres podstawowy? 1448
7. Znalezé okres podstawowy i naszkicowaé wykres funkcji

SE W~

a) y=sin3x, b) y=cos-;—,

X 1 ; ;
.e)y=x-[-5], Dy=3, ®r=—=—, hys=lsinx.

c) y=tg2x, d) y=ctgbx,

8. Podac¢ okreslenie, przyklad, oraz interpretacje geometryczna funkcji a) pw E
rzystej, b) nieparzystej. '
9* Udowodnié, ze jezeli liczba p jest okresem (niekoniecznie podstawowym)
funkgji f, to dla kazdego k € N liczba k-p jest takze okresem tej funkcji.
10*. Udowodnic¢, ze kazdg funkcje f, ktdrej dziedzing jest zbiér potozony na osi
odcigtych symetrycznie wzgledem punktu O mozna przedstawié jako sume
dwdch skiadnikéw, z ktorych jeden jest funkcja parzysta, drugi za$ — nie-
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parzysta. Przedstawi¢ w ten sposob funkcje a) y = x+1, b) y = = ;
: X

)y =x3+x2—x+2.
11. Wyjasni¢ na czym polega przesunigcie wykresu funkcji. Jak mozna znalezé
wykres funkcji y = f(x—p)+g¢, gdy znany jest wykres funkcji y = f(x)?
12. Sporzadzi¢ wykres funkcji
: a) y = 3x+2, na podstawie wykresu y = 3x,

b) y=2(x+1)?+1, na podstawie wykresu y = 2x2,

s 2x-F2 ? 1
o). y= o o B podstawie wykresu y= i

d)* y=x—[x=2]+1.

*13. Wyjasni¢, na czym polega rownolegle przesunigcie ukladu. Podaé¢ zwiazki
migdzy wspétrzednymi w ukladzie pierwotnym i w ukladzie przesunigtym.

14*. Dana jest funkcja y = l/x—l. Sporzadzi¢ wykres tej funkcji w ukladzie
OXY, a nastgpnie w ukladzie O'X'Y’, jezeli O’ (1, 0). Jaka jest dziedzina
tej funkcji na OX, a jaka na O'X'?

24. Rownania i nierownos$ci

Na wstepie przypomnimy kilka poje¢ dotyczacych rownan i nieréwnosci z jedna
zmienna liczbowa, zwana niewiadomaq.

Deﬁnic]a. Rozwiqzanie réwnania lub nieréwnosci jest to kazda liczba spelniajaca
odpownedmo to rownanie lub t¢ nieréwnosé.

Rozwigzanie réwnania nazywamy tez pierwiastkiem tego réwnania.

Zbidr rozwiqzar réwnania lub nieréwnosci jest to zbiér utworzony ze wszystkich -
rozwigzan tego réwnania lub odpowiednio tej nieréwnosci.

Rozwigza¢' réwnanie lub nierédwno$é, znaczy to znalezé zbidr
rozwigzan tego rownania lub odpowiednio tej nieréwnosci. Zbidr
rozwiazan moze by¢ skoriczony, nieskoriczony albo pusty. Ten ostatni przypadek ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie lub nieréwnos$¢ sa sprzeczne, a w1¢c gdy
nie maja w ogole rozwigzan.

Przyklad. Réwnanie
x2—1=0

ma w zbiorze R dwa rozwigzania, czyli dwa pierwiastki, a mianowicie =1 oraz +1.
Zbiorem rozwigzan jest tu zbior {—1, 1}.

- Przyklad. Nieréwnosé
' x2-1<0

ma w zbiorze R nieskoriczenie wiele rozwiazan. Zbiorem rozwigzan jest tu prze-
dziat (—1; 1).



Przyklad. Réwnanie
x*+1 =0

nie ma w-zbiorze R rozwigzad. Zbiorem rozwiazan jest tu zbiér pusty @.

R'ozwiazujq'c réwnanie lub nieréwno§¢ postugujemy si¢ czesto metodq réw
réwnowaznych lub odpowiednio metodg nieréwnosci réwnowaznych.

Przypominamy (por. str. 21), z¢ dwa réwnania lub dwie nieréwnosci
s3 réwnowazne, gdy maja ten sam zbiér rozwigzan.

Metoda réwnai (nieréwnosci) réwnowainych polega na takim przeksztale
danego réwnania (nieréwnosci), na skutek ktérego dostajemy réwnanie (nieréwn
réwnowazne poprzedniemu i latwiejsze do rozwigzania. Jezeli to nowe réwnz
(nier6wnos§¢) rozwigzemy, to tym samym rozwigzemy i réwnanie (nieréwn
dane.

Stosujac t¢ metod¢ korzystamy czesto z nastepujacych dwéch twierdzer.

Twierdzenie 1 (o dzialaniach na réwnosci). Dla kazdego ¢ :
a=b<a+c=>b+c
oraz g
a=b=ac=b—c
przy czym dla kazdego ¢ # 0
a= beac=b-c :
Twierdzenie 2 (o dzialaniach na nieréwnosci). Dla kaidego c
a<beatc<b+c -
a ponadto dla kaideéo dodatniego ¢

a<beac<b-c

za$ dla kazdego ujemnego ¢ I
a<b<a-c >‘b-c (24.6)5.

Przypu§émy, ze dane jest pewne wyrazenie zawierajace zmienng i okre$lone w téj‘i
samej dziedzinie co réwnanie (lub nier6wnosé), w ktérym ta zmienna jest niewiadomg.

Z twierdzenia 1 wynika, Ze jezeli A
do obu stron réwnania dodamy (albo od obu stron odejmiemy) te samq liczbe lub to
samo wvyrazenie

i

albo

obie strony réwnania pomnozymy (albo podzielimy) przez t¢ samq liczbe réng od
zera lub przez to samo wyrazenie nie przyjmujqce wartosci zero, E.
to otrzymamy réwnanie réwnowazne danemu.

Z twierdzenia 2 wynika natomiast, ze jezeli :
do obu stron nieréwnosci dodamy (albo od.obu stron odejmiemy) te samq liczbe lub
to samo wyrazenie / 4
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albo

'obte strony merdwnosc: pomnozymy (albo podzielimy) przez t¢ samq Ixczbg dodatmq
'lub przez to samo wyrazenie przyjmujqce tylko wartosci dodatnie

albo

obie strony nieréwnosci pomnozymy (albo podzielimy) przez tg samq liczbe ujemnq
lub przez to samo wyrazenie przyjmujace tylko wartosci ujemne i zmienimy zwrot
_nieréwnosci,

to otrzymamy nierédwno$§¢ réwnowazna danej.

Przyklad. Rozwiazaé réwnanie
2x—6 = 3—x

o
49

‘Rozwiazanie
2x—6=3—-x<2x=9-x< 3x=9<x =3
do obu stron do obu stron obié strony
dodaliémy 6 dodaliémy x A podzielili§my
( . przez 3
B Odp. x = 3.
Przyklad. Rozwigza¢ nieréwnosé
—-2x+6<0
Rozwiazanie -
—2x46 <0< 2x—6>0<2x>6<x>3
obie strony do obu stron obie strony
pomnozyliSmy dodali§my 6 podzielili§my
przez —1 przez 2
Odp. (3; + oo).
- Przyklad. Rozwiagzaé réwnanie
i 2x+1 = (x+1)>—x? (24.7)
Rozwiazanie
k- 2x41 = (x+1)2—x? <> 2x+1 = 2x+1 <0 =0

Roéwnanie 0 = 0 jest tozsamosciowe, wigc réwnanie (24.7) jest takze tozsamosciowe,
gdyz jest mu réwnowazne.

~ Odp. R.
Przyklad. Rozwigzaé réwnanie

2x = (x+1)>—x2 - (24.8)
;,\ Rozwiazanie

2x = (x+1)2—x2 < 2x = 2x+1 < 0=1

'6wnanie 0 = 1 jest sprzeczne, wigc réwnanie (24.8) jest takze sprzeczne, gdyz
jest mu réwnowazne.

Odp. Réwnanie (24.8) jest sprzeczne.
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=
Obok metody rownan rownowaznych stosujemy takze do rozwigzywania ré
metode analizy starozwnych

Metoda analizy staroZytnych polega na takim przeksztalceniu danego réwns
zwanego tu wyjsciowym, na skutek ktérego dostajemy réwnanie latwiejsze do
wigzania i majace t¢ wlasciwos¢, ze spelnia je kazdy pierwiastek réwnania wyjécio
wego (ale niekoniecznie na odwrét). Otrzymane réwnanie nazywamy wynikowym,
gdyz wynika ono z réwnania wyjsciowego. Réwnania: wyjéciowe i wynikowe, mogg
nie by¢ réwnowazne: wérdd pierwiastkéw réwnania wynikowego moga znaidowaé
si¢ takie, ktore nie spelniaja réwnania wyjéciowego. Sa to tzw. pierwiastki obce
(dla réwnania wyjsciowego). Przypusémy, ze rozwiazaliémy réwnanie wynikowe.
Jedynie wéréd rozwiazan tego réwnania moga znajdowaé si¢ pierwiastki réwnania
wyjsciowego. Aby rozwigza¢ réwnanie wyjsciowe, nalezy wiec wyeliminowaé ze
zbioru rozwigzan réwnania wynikowego pierwiastki obce. W tym celu sprawdzamy,'
czy znalezione pierwiastki rownania wynikowego spelniaja réwnanie wyjsciowe
i odrzucamy te, ktére go nie spelniaja. W ten sposéb znajdujemy zbidr rozwmzaﬁ '
réwnania wyjsciowego.

Podkreﬂamy, ze sprawdzenie (weryfikacja pierwiastkéw réwnania wymkowe- 2
£0) jest niezbedne w metodzie analizy starozytnych.

Przyklad. Rozwiaza¢ rownanie

Valadl= —x 49)

Rozwigzanie
VX +x+l= —x=>x2+x+l=x2=>x+1=0=>x= —1
réwnanie réwnanie
wyjsciowe wynikowe

Liczbg —1 podstawiamy na miejsce x do rownania (24.9). Dostajemy 1/ I=—(=-1),
czyli /T =1, a wigc réwnos¢ prawdziwa.

Odp. x = —1.
Przyklad. Rozwiazaé rownanie

X pxpl =x (24.10)

Rozwigzanie
L]

VX +x+l=x=>x4+x+l=x=>x+1=0=>x= -1

Liczbe¢ —1 podstawiamy na miejsce x do réwnania (24.10). Dostajemy '/ T=-1
a wigc rownosé falszywa.

Odp. Roéwnanie (24.10) jest sprzeczne.

Przyklad. Rozwigza¢ réwnanie

VxS Fxi—1=4x° @a.11)
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Rozwigzanie

Vx4 -1 =x*=x+x2=1=x°=>x*—-1=0

Réwnanie wynikowe ma dwa pierwiastki-: x; = —1 oraz x, = 1. Latwo sprawdzi¢,
ze tylko liczba 1 spelnia rownanie (24.11).
P Odp. x=1.
Przyklad. Rozwigza¢ rownanie
Vxi-1=x (24.12)
Rozwigzanie %

q Yxi-l=x=x-1=x>=-1=0
{lownanie wynikowe jest sprzeczne, wigc rownanie wyjsciowe takze jest sprzeczne.

Odp. Rownanie (24.12) jest sprzeczne.

Pytania i zadania

1. Co to jest a) rozwigzanie réwnania (nierownosci), b) pierwiastek réwnania,
¢) zbior rozwigzan rownania?
2. Co to znaczy: rozwiaza¢ réwnanie? :
(3. Co to sa dwa réwnania (nieréwnosci) réwnowazne ?
4. Opisa¢ metod¢ rownan rownowaznych.
5. Poda¢ twierdzenia o dzialaniach a) na réwnosci, b) na nieréwnosci, oraz
wnioski dotyczace przeksztalcania réwnosci lub nieréwnosci.
6. Opisa¢ metode analizy starozytnych. Wyjasni¢ znaczenie sprawdzenia pier-

wiastkow réwnania wynikowego. Co to sa pierwiastki obce?
= : ¢ = , 2 5 1 1.
7. Czy réwnanie x?* = x jest rdwnowazne rownaniu x? + = ;?

8. Czy réwnanie /x = x jest réwnowazne réwnaniu x = x2?
9. Czy réwnanie x2—x = 0 jest rownowazne réownaniu x—1 = 0?
10. Rozwigza¢ rownanie

a) V2—x+Vx—1=1, b) VYx=T+y5-x=3.

25. Funkcja, réwnanie i nierownos$¢ liniowa

Definicja. Funkcja liniowa jest to funkcja

y=ax+b, xeR. (25.1)

Litery a i b oznaczaja liczby dane, przy czym @ nazywamy wspdlczynmkzem kie-
kowym, natomiast b — wyrazem wolnym.

Jezeli a # 0, to funkcja liniowa jest funkcjq pierwszego stopnia; jej przeciw
dziedzing jest zbior R.

89




Jezeli a =0, to funkcja liniowa jest fumkcjq stalq; jej przeciwdziedzing jest
zbiér jednostkowy {b}. : r
Wykresem funkcji liniowej (25.1) jest prosta przecinajaca OY
w punkcie o rz¢dnej b i nachylona do OX pod takim katem a,

tga=a (25.

(patrz rys. 25-1). Przypommamy, ze kat nachylenia prostej L do OX jest to kqt ‘

skierowany < XBP, gdzie B jest punktem przecigcia L i OX, za§ P ]est dowolnym' ‘
punktem prostej L o rzednej dodatniej. Jezeli L|| OX, to przyjmujemy « —0

a=tgor

(=5 GSTISS

Rys. 25-1‘

Wykres funkcji pierwszego stopnia sporzadzamy zazwyczaj tak, ze znajdu-
jemy jego punkty wspélne z osiami uktadu, a nastepnie prowadZImy
przez nie prosta. Dla funkcji (25.1) beda to nastgpujace punkty 4

A@©;5) oraz B(~§,)

(por. rys. 25-1). ,
Zmianie wartosci wyrazu wolnego b odpowiada w interpretacji geometrycznej,
przesunigcie réwnolegle prostej o kierunku O Y, natomiast zmianie wsp6lczynnika kie-
runkowego a odpowiada obrét prostej wokét punktu A (0, b). hic
Wplyw wartosci a i b na wykres funkcji liniowej ilustruja rysunki 25-2a’b,ic.
Wiele waznych praw fizyki wyraza si¢ za pomoca funkcji pierwszego stopnia. -
Na przyklad funkcje taka stanowi zaleznoéé predkosci ¥ od czasu ¢ w ruchu Jedno-
stajnie zmiennym

: v = at+v, ’
przy czym v, oznacza predko$¢ w chwili 0, natomiast a oznacza przyspieszenie.
Definicja. Réwnanie
ax+b=0 ' (253)%

w ktérym x jest niewiadoma, za§ai b sa to liczby dane, nazywamy réwnaniem
liniowym z jednq niewiadomq. 3
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Przesuniecte

\
£

Obrdzf {
przesunigcie

F 0 SR
/ \\ y=—tx+1
y=—x+i

- y=—2x+1

Rys. 25-2

Jezeli a # 0, to réwnanie (25.3) jest réwnaniem pierwszego stopnia. W tym
‘przypadku mamy

\
E . ax+b=0¢>ax=—b¢.x=._%

('Qc istnieje doktadnie jedna liczba spelniajaca réwnanie (25.3), a mianowicie

b
Roéwnanie pierwszego stopnia ma dokladnie jeden pierwiastek.
Jezeli a=0 i b =0, to kazda liczba spelnia réwnanie (25.3). Réwnanie
jest wigc w tym przypadku tozsamosciowe.
Jezeli a =01 b # 0, to zadna liczba nie spetnia réwnania (25.3). Réwnanie
jest wiec sprzeczne.
~ Narys. 25-3 przedstawiona jest interpretacja geometryczna kazdego zomdéwionych
u trzech przypadkéw. Zwracamy uwage, ze pierwiastek réwnania (25.3) jest punktem
owym funkcji liniowej y = ax+b.
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Y
y=0x4-0
X
a
Rys. 25-3
Przyklad. Rozwigzaé réwnanie 3
11
Rozwiazanie
17 1 :
“'ﬁ’”’ﬂ =0« - T9—x+3 =0 x~-57T=0<x=1757
Odp. ' x = 57, :
Przyklad. Rozwigza¢ réwnanie
4—x 5 : =
o ¢ +1= = (25.

Rozwigzanie. Poniewaz dzielnik nie moze by¢ zerem, wigc szukamy p ’
wiastkéw w zbiorze R — {0, 1}. W tym zbiorze réwnanie (25.5) jest réwnowazne
réwnaniu X

x(4—x)+x(x—1) = 5(x—1)
ktdre dostajemy mnozac (25.5) obustronnie przez x(x—1). Stad
4x—x2+x2—x = 5x—=5, czyli —2x+5=0

3
Odp. x = 5.

Przyklad. Rozwigzaé réwnanie
x—a b-x a?+b?

¥ oa e &

jezeli a i b sa to liczby dane i rézne od zera.

Rozwigzanie
- o 2 2
2L - : a" =2 a‘;” < a(x—a)—b(b—x) = a*+b? <>
eax—a’—bé+bx=a’+b2¢o(a+b)x=2(a’+bz) ;
Jezeli a+b # 0, to dzielac ostatnie réwnanie obustronnie przez a+b dostaj@my’.
jedyny pierwiastek ;

i

= 2(a*+b?)

. a+b
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Jezeli a+b =0, to réwnanie (25.6) jest réownowazne réwnaniu 0 = 2(a®+5?),
wigc jest sprzeczne, (a i b sa rézne od zera z zalozenia).

2(a®+b?)
Odp. x = —— s

Uwaga. Litery oznaczajace liczby dane, nazywamy parametrami. W ostatnim
przyktadzie byly dwa parametry: a i b.

, 8ay a+b #0, réwnanie sprzeczne, gdy a+b = 0.

Przyklad. Ile nalezy wzia¢ kg srebra proby 0,7 i ile kg srebra préby 0.9, zeby
otrzyma¢ 4 kg stopu proby 0,85?

Rozwigzanie. Niewiadoma ilo§é srebra proby 0,7 oznaczymy literg x. Srebra
préby 0,9 powinno wigc byé (4—x) kg
czystego srebra jest w stopie 0,7x+0,9 (4_—x)
0,7x+0,9 (4—x)
4

7adajac, zeby proba otrzymanego stopu wynosita 0,85, otrzymamy réwnanie z jedna

proba otrzymanego stopu wynosi

.

niewiadoma x:
, A il
_ 4
skad 3,6—0,2x = 5,4, czyli 0,2x = 0,2, wigc x = 1.
4 SOdp. Nalezy wzia¢ 1 kg srébra proby 0,7 i 3 kg srebra proby 0,9.

Wykonamy sprawdzenie otrzymanej odpowiedzi. W jednym kg srebra préby
0,7 i trzech kg srebra proby 0,9 znajduje sig acznie 1:0,7+3:0,9 = 3,4 kg czystego

; ; S : . 34
srebra. Poniewaz stqpu mamy lacznie 4 kg, wigc jego préba wynosi 20 = 0385,
zgodnie z warunkiem podanym w zadaniu.

Przyklad*. Winda zjezdza w dot ruchem jednostajnym. Po 10 sekundach od
poczatku jej ruchu odrywa si¢ kamyk w punkcie, z ktérego ruszyta. W momencie
‘uderzenia o wciaz zjezdeajaca wind¢ kamyk ma predkosé trzykrotnie wigksza niz
‘winda. Obliczyé czas spadania kamyka.

Rozwiazanie. Niech ¢ oznacza szukang liczb¢ sekund, v — predkos¢ windy,
g — przyspieszenie ziemskie

predkos¢ kamyka w chwili uderzenia o winde gt

predkos¢ windy w tej samej chwili V=78

: 1
~droga przebyta przez winde do chwili uderzenia v (10+12) = 38 (10+1)

droga przebyta przez kamyk do chwili uderzenia

(spadek swobodny) S
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Poniewaz drogi przebyte przez kamyk i przez winde do chwili uderzenia sa 1o
wiec
-;— gt (10+1) = 22
skad, dzielac obustronnie przez %’, otrzymamy 2(10+¢) = 3¢, czyli ¢ = 20. 4
Odp. 20 sekund.

Przyklad*. Od dwéch kawatkéw stopu o réznej zawartoéc;i procentowej mi
wazacych m i n kG odcigto jednakowe wagowo kawatki i kazdy z odcigtych kawatkéw
stopiono z reszta drugiego stopu. W otrzymanych stopach. stwierdzono Jednakow __-'
procentowo zawarto$¢ miedzi. Ile wazyt kazdy z odcigtych kawatkéw? \‘

Rozwigzanie. Oznaczamy
p — zawarto$¢ procentowa miedzi w kawatku o wadze m kG
g — zawarto$¢ procentowa miedzi w kawatku o wadze n kG
x — waga w kG kazdego z odcigtych kawatkéw. :
Poniewaz w otrzymanych stopach stwierdzono jednakowa zawartosé procentom
miedzi, wigc <
px+q:(n—x)  q-x+p(m—x)

n = m

Stad
(p—g)x (p—g)x
: = | o

=4q

Poniewaz p # g, wigc dzielac te réwnos$é obustronnie przez p—q dostajemy

el ik o a2
n e " w0 o " m+n

Odp. xG.

m+n

Nieréwno$¢ liniowa. Niech a i b oznaczaja liczby dane, za§ x — zmienna.
Nieréwno$¢, ktérej jedng strong stanowi ax+b, druga za$ 0, nazywamy nieréw-

nosciq liniowq z jedng niewiadomq x.
A ota proste przyklady

nieréwnosé : rozwiqzanie odpowied?
1 118
231 <0 2+l <0 u< - leox<-— (—oo;—-i-)’
-3x+9<0 —3x49< 0 —3x< ~9< x> 3 (3; +o0)
4x—-12>0 4x—12>0<>4x > 12<x>3 3; +) 1
7x+98 > 0 Tx+98 >0 7x > —98<x> —14 {—14; +o0)
Rozwigzanie nieréwnoéci liniowej jest $cisle zwiazane ze zmiennoécia funkcji liniowej:
y =ax+b @257
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Jezeli @ = 0, to nieréwnos$¢ liniowa jest tozsamosciowa, np.

220, 1=20  —4<0 090 ’
albo sprzeczna, np.
20, 1<0, —42>20, 0<0

Jezeli a # 0, to nierdwno$¢ liniowa jest pierwszego stopnia. Zbiorem rozwiazan
_takiej nierdwnosci, jest jeden z przedzialéw

(it} (2o

‘a‘lbo jeden z przedziatéw

| (o=t} (=i4e9)

 zaleznie od tego, czy nier6wnos¢ jest mocha(<, >), czy slaba (<, >) (patrz rys.25-4)

v *x‘) Ca Y
a>0 \;,,0 Q+“4 a<0
b ax+b>0 ax+b>0 4 i
x 13/ X SRR X
ax+6<0]=/ 0] X x 0 \)ax\ﬂzw
Rys. 25-4

Podamy teraz dalsze przyklady rozwiazywania nieréwnoéci liniowych.
Przyklad. Rozwiazaé nier6wno$é :

5+3x 4x—-10
3 = 3 +x
Rozwigzanie
5’;3" > @- +x3(5+3x) > 2(4x—10)+6x <

< 1549x > 14x—-20< —5x > =35ex <7
- Odp. (—o0; 7).
: Przyklad. Dla jakich wartosci m pierwiastek x, réwnania 2x—m =.3(m—1)—x
jest wigkszy od 1?
Rozwigzanie. Znajdujemy pierwiastek danego réwnania

_ 4m-3
S

Xo
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Zadajac, zeby xo > 1, dostajemy

4m3—3 >1, wiegc 4m—-3>3, czyli m>—;—

: 3
+ Odp. m> -5

Przyklad. Rozwigzaé uklad nieréwnosci

{l <3x-8
Ix-8 <7

Rozwigzanie. Nalezy znalez¢ zbiér wszystkich liczb, ktére spelniajg ob
nieréwnoséci ukladu (25.8).
Zbidr rozwigzai ¢

pierwszej nieréwnosci: (3; +o0)
drugiej nieréwnosci: (—oo; 5)
Zbidr rozwiazati ukiadu (25.8) jest iloczynem tych dwéch przedzialow:
(—00;5) N (3; +00), czyli przedzialem (3; 5).
Odp. (3; 5). - :
Na rys. 25-5 przedstawiona jest interpretacja geometryczna tego przykladu.
B S e NS e v h

T T T 7 13;+°°
SESRNE

(3i3)
Rys. 25-5

Przyklad. Rozwigzaé¢ nieréwnosé
x*+DBx=5 <0

. Rozwigzanie. Poniewaz dla kazdego x jest x2+1 > 0, wigc nieréwnosé (25;9}

; 5
jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy 3x—5 < 0, czyli gdy x e
o d

Od o
p. (—OO, T)

Przyklad. Z dwéch miejscowosci odlegtych od siebie o 29 km wyruszylo je
cze$nie dwéch turystow idac naprzeciw siebie ze stala predkoscia 4 km/h" az
chwili spotkania. Po jakim czasie odleglo$¢ migdzy turystami bedzie mniejsza od
7km? . ; : 2

» 1h =1 godzina (oznaczenie z ukladu SI).
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Rozwigzanie. Po uplywie x godzin odlegtos¢ migdzy turystami zmniejszy sig
0 (4x+4x)km, czyli o 8xkm, bgdzie wigc wynosié (29—8x) km. Zadajac, aby
odleglosé ta byla mniejsza od 7 km, otrzymamy nieréwnosé

29-8x <7, czyli x>1—41- .
Odp. Po uplywie 2 godzin i 45 minut.
Przyklad. Rozwiazaé nieréwno$é
3x—-2
Tk &1 (25.10)
Rozwiazanie
3):—2<1 3x-2 ~1'<0 x+1 <0
X— x— x—
Nierownos$c
x+1
&=
x—4 iy
jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy
x+1>0 i x-4<0 (25.11)
lub
3 x+1<<0 i x—4>0 (25:k2)

Zbiorem rozwiazan uktadu (25.11) jest przedziat { —1; 4), natomiast ukladu
(25.12) — zbidr pusty. .

Odp. < =1; 4).

Uwaga. Jezeli w trakcie rozwiazywania nieréwno$ci pomnozymy obie jej strony
przez czynnik zawierajacy zmienna, to tatwo mozemy popetni¢ pomytke. Wynika
to stad, ze czynnik zawierajacy zmienna moze zmieniaé znak, a od znaku zalezy
kierunek nieréwnosci (por. (24.5) i (24.6)). Na skutek tego nieréwnosé, ktdra
napiszemy po takim pomnozeniu moze nie by¢ rownowazna poprzedniej. Na
przyktad mnozac nieréwnos$c (25.10) obustronnie przez x—4 i zachowujac poprzedni
kierunek nieréwnosci, dostaniemy 3x—2 < x—4, czyli 2x < =2, wigc x < —1. Od-
powiedz, do ktérej prowadzi ten rachunek, czyli (—oo; —1 >, jest blgdna, gdyz
jak wykazaliSmy, zbiér rozwigzan nieréwnosci (25.10) jest przedzialem 7 —1; 4).
Zwréémy uwage, ze mnozac nieréwnosé (25.10) obustronnie przez x—4izachowu-
jac poprzedni kierunek nieréwnosci ograniczylisémy si¢ do takich wartosci x, dla

~ ktorych spe}nipny jest warunek x—4 > 0, czyli x > 4 i otrzymali§my stad warunek
- ¥ << —1, niezgodny z poprzednim. Wynika stad, ze nierdwno$¢ (25.10) nie ma

rozwiazan wérod liczb wigkszych od 4. Liczba 4 nie spetnia nierdwnosci

- (25.10), gdyz dla x = 4 lewa strona tej nierownosci nie jest okreS$lona. Jezeli x << 4,
~ tox—4 <2 0, wiec mnozac nieréwno$¢ (25.10) obustronnie przez x —4 nalezy jedno-

cze$nie zmienic kierunek nieréwnoéci. Stad 3x—2 = x—4, wiec x > —1, a poni¢-

~ waz zajmujemy si¢ przypadkiem, gdy x < 4, wigc ostatecznie —1 < x << 4, zgodnic

\
\
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z rozwigzaniem uzyskanym poprzedmo Dyskusja znaku czynnika, przez ki
mnozymy obie strony nieréwnosci moze okazac si¢ zawita. Latwo w niej popeh
pomytke i dlatego nalézy unikaé¢ mnozenia obu stron nieréwnosci prz
czynnik zawierajacy zmienna, ktéry nie jest stalego znaku.

Nierownos¢ z wartoscia bezwzgledna. Z okreslenia wartosci bezwzglednej (por.
str. 45) wynika, ze dla kazdego a > 0

x| <a<s —a<x<a . (25138
oraz

| > a<[(x < —a) v (x> a)] (25.14)
Na przykifad .

|x|<5¢‘—5<x<5.
A >1lelx< =1 v (x> 1)]
Przyklad. Rozwigzaé nieréwnosé : ‘
2x—1] <2 (2515

Rozwigzanie. Na podstawie (25.13) stwierdzamy, ze nieréwnosé (25.15) jest
rownowazna ukladowi nieréwnosci:

% : -2<2x—-1<2
Stad

Rys. 25-6

Na rys. 25-6 przedstawiona jest interpretacja geometryczna nieréwnosci (25.13)
i jej rozwigzania. Sporzadzone na tym rysunku wykresy obu stron nieréwnosci
mogg stanowié podstawe do znalezienia zbioru jej rozwiazan metodq graficzng, ktéra
w wielu przypadkach jest latwnejsza niz metoda rachunkowa. ]

Przyklad. Rozwnaza_c nieréwnos¢

2—3x] > 2 s
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Rozwiazanie. Nierdwno$é (25.16) jest na podstawie (25.14) réwnowazna na--
stepujacej alternatywie nieréwnosci

* Stad

. Odp.

w N

2-3x< -2 lub 2-3x>2

x'>—-;'— lub x<Q

(—o0; 0)U (% ; +oo).

Pytania i zadania

. Podaé¢ okreélenie funkcji liniowej. Czy kazda funkcja liniowa jest funkcja

pierwszego stopnia?
Poda¢é interpretacje geometryczng parametréw a i b we wzorze y = ax+b.

. Co to jest wspdlczynnik kierunkowy? Co to jest kat nachylenia prostej do 0X?
. Wykona¢ wykres funkcji

1
a) y=—3x+1 b) y=2x-3,¢) y= —2x-1,d) y = — 3 x+1 y

. Jakie réwnanie nazywamy liniowym? Czy kazde réwnanie liniowe jest réwna-

niem pierwszego stopnia i na odwrot?

. Kiedy réwnanie liniowe ax+b = 0 ma dokladnie jeden pierwiastek, kiedy

jest tozsamosciowe a kiedy jest sprzeczne ? Poda¢ interpretacj¢ geometryczng
kazdego z tych trzech przypadkéw.

. Rozwigzaé rownanie

Sk 4 2x—1
a)T— —lg‘ £ 3 ’ b) (x+2)(x—3)=(x—5)(x—-b),
3—x 1 3 2x 5% 2x
° e S Y =4 d)xz—l b7 Wt ey IR By

Masa wodoru zawartego w wodzie stanowi 12,5% masy zawartego w niej
tlenu. Ile kg wodoru i ile kg tlenu znajduje si¢ w 8,1 kg wody?

~ 9*. Jeden zbiornik zawiera mieszaning spirytusu z woda w stosunku 2: 3, drugi —

w stosunku 3:7. Ile litréw nalezy wziaé z kazdego zbiornika, zeby otrzymaé
12 litréw mieszaniny o stosunku spirytusu do wody jak 3:5?

10*. Pewien stop zawiera miedZ i cynk w stosunku 1:2, drugi — w stosunku

11.

2:3. Ile kg pierwszego stopu i ile kg drugiego stopu nalezy polaczy¢, zeby
otrzymaé 44 kg stopu o stosunku miedzi do cynku jak 17:27?
Ojciec ma 42 lata, a syn 12. Za ile lat ojciec bedzie dwa razy starszy od syna?

12*. Jeden kran napelnia zbiornik o 2 h dluzej, a drugi o 4—-;»h dluzej niz oba

13.

krany jednoczes$nie. W jakim czasie napelnia zbiornik kazdy kran oddzielnie?

Ile graméw stopu 30%; i ile graméw stopu 70%, nalezy zmieszaé, zeby otrzymaé
500 gramow stopu 60%?
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14*. Z dwéch miejscowosci A i B wyszli jednoczesnie dwaj turysci idacy ze sta-
fymi predkosciami. Pierwszy przeszedt droge z 4 do B i wrécit zaraz do 4
drugi przeszedt z B do A4 i wrdcit zaraz'do B. Turysci mineli sie pierwszy raz,
w odleglosci @ km od 4, drugi raz w odleglosci b km od B. Jaka jest odleglose
od 4 do B? }

15*. Rozwiazaé réwnanie

N

adx v atl

b+x I

jezeli a i.b sa to liczby dane, przy czym a £ b i b # 0.
16. Rozwiazaé nieréwno$é

4x+1
a) 4x—-3<x+6, b) x2+ >~x:—4, €) (x—4)?%+6 > x2+2x+2,
d) Bx—1)2+@x-1)* < (5x—1)?, e) (x+5)(4—-x) >0,
3x—15 2x+1 Sx—1

f) <0

-2 8 x+2

17*. Rozwigzaé rachunkowo i graficznie nieréwnosci
a) x| >1,b) [x=1] <2, ¢) 2—x|> 1, d) |x|+x > 3. :
18. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite, ktére spetniaja uklag nierownosci
8x+3
2

19. Liczba dziesiatek w liczbie dwucyfrowej jest o 2 mniejsza od liczby jednostek.
Znalez¢ te liczbe jesli wiadomo, Ze jest ona wigksza od 25, ale mniejsza od 39.
20. Rozwiaza¢ w pamigci nieréwno$é [x| > x.

X
o hz i P 1

< 2x+25

6x+ —;—> 4x+7 i

N

26. Réwnanie lub nier6wnos$¢ pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

Dotychczas rozpatrywaliSmy réwnania lub nieréwnosci z jedna niewiadoma, np.
243 =0, ¥—x< 0, " x?=x+1.itp.
Obecnie zajmiemy si¢ réwnaniami lub nierdwnosciami z dwiema niewiadomymi, np.

X2y ="1,1 2 Hy2 = 4.0 x4 2y = ]

/
Definicja. Mowimy, ze para liczb (a, b) spelnia réwnanic lub nieréwno$é z dwiema

. niewiadomymi x, y, jezeli podstawiajac do tego réwnania (lub odpowiednio nieréw-
nosci) a zamiast x, oraz b zamiast y, dostaniemy rownos¢ (nierownos¢) prawdziwa.

Definicja. Kazda pare liczb spetniajaca réwnanie lub nieréwno$¢
7 dwiema niewiadomymi nazywamy rozwiazaniem tego réwnania
lub odpowiednio tej nieréwnosci.
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" Na przyk{ad para (1. 2) jest rozwiazaniem (jedynym) réwnania

(x—1)*+(—-2?%=0 : (26.1)
nieréwnos¢

x2+4y?+1 <0 (26.2)

nie ma rozwiazan czyli jest sprzeczna. Rownanie
” j Vi ml ; (26,3
nieskoriczenie wiele rozwiazan: kazda para (x, x+ 1) — gdzie x jest dowolna liczba
rzeczywista — spelnia to rownanie. Réwnanie

x2+y? = (x+y)*—2xy (26.4)
tozsamosciowe: spelnia je kazda para hczb rzeczywistych. Nieréwnos¢
x24+p? <1 / (26.5)

"u nieskonczenie wiele rozwiazan, ale nie jest tozsamosciowa.

® Definicja. Wpykres réwnania lub nieréwnosci z dwiema niewiadomymi jest to
.vblOI' wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych wspo{rzedne spelniaja
"dpowiednio to réwnanie lub tg nierownos¢.

a Na przyklad wykresem réwnania (26.1) jest punkt P (1, 2), wykresem
nieréwnosei (26.2) jest zbior pusty, réwnania-(26.3) — prosta, réwnania
(26.4) — cala plaszczyzna, wykresem nierownosci (26.5) jest wnetrze kota

srodku w poczatku ukiadu i o promieniu 1.

. Definicja. Dwa réwnania lub nieréwnoséci z dwiema mewnadomyml nazywamy
wnowaznymi, jezeli maja taki sam zbi6r rozwigzan, czyli gdy maja taki sam wykres.

'i' Rdéwnanie lub merownosc pierwszego stopnia. Rownanie

3 ax+by+c =0 (26.6)
ktérym a, b i c oznaczaja liczby dane, przy czym co najmniej jedna z liczb
. aib jest r6zna od zera, za§ x 1 y sa to zmienne, nazywamy réwnaniem
"ierwszego stopnia z dwiéma niewiadomymi x i y. Wykresem réwnania (26.6)
\jest w tym przypadku prosta.
. Na przyktad wykres réwnania
: x+y—-1=0 (26.7)
' przedstawiony jest na rys. 26-1.

X,

\H—y—ba
ki X
N X

o7 NG
‘9\

x+y—1<0

Rys. 20-1
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~ Jezeli w réwnaniu pierwszego stopnia (26.6) zastapimy znak réwnosci (=) zna-
kiem nieréwnoféci (< albo >>), to dostaniemy nieréwnosé pierwszego stopnia z dwiemgq
niewiadomymi. Wykresem tej nieréwnosci jest jédna strona prostej o réwnaniu (26.6).
Na przyklad wykresem nieréwnoséci ;
x+y—1<0

jest ta péiplaszczyzna wyznaczona przez prosta o réwnaniu (26.7), w ktérej lezy po-
czatek ukladu wspolrzednych — patrz rys. 26-1.

Pytania i zadania

1. Co to jest a) réwnanie, b) nieréwnosé, pierwszego stopnia z dwiema niewiado-
mymi ?
2. Co to jest rozwiqzanie réwnania lub nieréwnoséci z dwiema niewiadomymi?
3. Wykreéli¢ réwnanie
a) x—y+1=0,b) 2x+3y~6=0, c) x—-4=0, d) y+1 =0.
4. Wykre§lié nieréwnosé
a) x<y, b) x+1>2y,¢) y<<3x+2.
5. Znale#é kilka rozwigzan réwnania
a) y = x?—4, b) y = 1—x2. Podaé interpretacj¢ geometryczna.
6. Rozwiazaé graficznie nier6wnos$¢ 2x +3 > |x|, a nastepnie znalezé wszystkie
rozwigzania catkowite.

i

27. Uklad réwnan pierwszego stopnia

’Niech dany bedzie uktad dwéch réwnan
{ ax+by = ¢
ax+b,y =c¢

(27:1)

w ktérym a,bicoraz a, b, i ¢, oznaczaja liczby dane, za$ x i y sa niewiadomymi,

ktére nalezy obliczy¢. Zakladamy, e kazde z réwnan tego uktadu jest réwnaniem

pierwszego stopnia, czyli a lub b i a, lub b, sa rézne od zera. Uklad (27.1) jest w tym
. przypadku wkladem dwdch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Definicja. Kazda pare liczb (x, ), ktdra jest jednoczesnie rozwigzaniem obu
réwnan ukladu (27.1), nazywamy rozwigzaniem tego ukladu. ]

Rozwiaza¢ uktad réwnan — znaczy to znalezé wszystkie rozwigzania tego
uktadu albo wykazaé, ze zbidr rozwiazan jest pusty. ’
Zbidr rozwiazan ukladu réwnan jest iloczynem zbioréw rozwiazan poszcze-
gélnych réwnan tego ukladu.
Wykresem kazdego z réwran (27.1) jest prosta. Niech L oznacza jedna, za$ L,
- drugg z tych prostych.
Jezeli L yL, to proste przecinajq sie, czyli majg dokladnie jeden
punkt wspoélny; méwimy wowczas, ze réwnania ukladu (27.1) sg wzajen-
nie niezalezne.
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Jezeli L||L,iL # L, czyli gdy proste s3 réwnolegle i rézne, to nie maja one
adnego punktu wspdlnego; w tym przypadku méwimy, ze réwnania ukladu (27.1)
4 wzajemnie sprzeczne, gdyz przez zadna parg liczb nie moga by¢ spetnione jedno-
zes$nie. J

. JezeliL = L,, czyli gdy proste sa réwne (pokrywaja si¢), to'maja one wszystkie
punkty wspdlne; méwimy wowczas, ze réwnania uktadu (27.1) sa wzajemnie za-
\lezne (réownowazne). ;

. Na rys. 27-1 przedstawione sg te trzy przypadki. Wyczerpuja one wszystkie mozli-

osci.

{ax+by= c (L)
ax+by=cr  (Ly)

Y ¥ A : "
/L) /?(Lr) \ ;

b SR AT
T L

Rownania niezalezne Rownania sprzeczne nownania zalezne
Rys. 27-1

Przyklad. Rozwiaza¢ uklad réwnar ;

{x‘? g (27.2)
x+y =3

‘ Rozwiazanie (metoda podstawiania). Z pierwszego réwnania wyznaczamy y

. w zaleznodci od x i podstawiamy do drugiego réwnania. Poniewaz

; y=x-1 (21.3)

: wiec dostajemy x+(x—1), =3, stad 2x = 4, czyli x = 2. Obliczong wartos¢ x

podstawiamy do réwnania (27.3).Stad y = 1. Uklad (27.2) ma dokladnie jedno

;‘ ro;wiqzanie. Roéwnania tego ukladu sa wzaj?mnic niezalezne.

Odp. (2, 1). :

i Rys. 27-2 ilustruje ten przyklad. Wspétrzedne punktu przecigcia prostej x — =1

Il z prosta x+y = 3, stanowia rozwiazanie ukiadu (27.2).

i 1

- Rys. 27-2
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vPrzyklad. Rozwiazaé¢ uklad réwnan

{x—y=1

27
x—y=2 el

Rozwigzanie. Z/pierwszego réwnania wyznaczamy y = x—1 i podstawiamy
do drugiego réwnania. Dostajemy 1 = 2, czyli réwnos¢ falszywa. Réwnania ukiady
(27.4) sa wzajemnie sprzeczne, co ilustruje rys. 233

Odp. Uktad jest sprzeczny.

4
7

Rys. 27-3

Przyklad. Rozwigzaé uklad réwnan

{ x+y=1
2x+2y =2

Rozwiazanie. Z pierwszego réwnania wyznaczamy y = 1—x i podstawiamy
do drugiego réwnania. Dostajemy 0 = 0, czyli: réwno$§¢ prawdziwa dla kazdego x
Réwnania ukiadu (27.5) sa zalezne. Kazda para liczb (x, 1—x), gdzie x oznacza
dowolng liczbe rzeczywista, spetnia uklad (27.5). Tlustruje to rys. 27-4

Odp. (x, 1—x), x — dowolne.

y

y=x—1

x=2
=== —— !
0 _/ | X
/7

Rys. 27-4

Rys. 27-5
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Metodg podstawiania mozna interpretowac geometrycznie. Wyjasnimy to
ja przykladzie uktadu (27.2). Wyznaczajac z pierwszego réownania y = x—11i podsta-
‘ajac do drugiego réwnania, zastapilismy ukiad (27.2) ukladem

{ Y= gl (27.6)
; b AL
gfkresy réwnafi tego uktadu sa przedstawione na rys. 27-5. Punkt wspolny prostych
21.6) jest taki sam jak prostych (27.2); uklady (27.2) i (27.6) majg to samo, jedno
‘ ,zwiazanie. ; i

| Definicja. Dwa uktady réwnan (nieréwnosci, lub réwnania i nieréwnosci)
nazywamy réwnowaznymi, jezeli maja ten sam zbidr rozwiazafn.
: Uklad (27.2) jest réwnowazny ukltadowi (27.6). :
. Rozwiazywanie ukladu réwnan mozna niekiedy znacznie uproscié zastgpujac go
nym uktadem, ktdry jest mu réwnowazny.

Nastepujace przeksztalcenia uktadu réwnan prowadza do ukfadu, ktory jest

roéwnowazny danemu ukladowi:
“} zastapienie kazdego réwnania ukiadu réwnaniem mu réwnowaznym

ilbo

| wyznaczenie z jednego réwnania jednej niewiadomej w zaleznosci od drugiej
i podstawienie do drugiego réwnania, a nastepnie zastgpienie uktadu danego
ukladem zlozonym z pierwszego réwnania i tak przeksztalconego drugiego
 réwnania s

albo b
i pomnozenie obu stron jednego réwnania przez te sama liczbe rézna od ze-
b ra, pomnozenie obu stron drugiego réwnania przez t¢ sama liczbe rézna od
zera, dodanie tych réwnan stronami, a nastepnie zastapienie otrzy-
manym réwnaniem jednego z réwnan danego ukfadu

Przyklad. Rozwiazaé uklad réwnan
5x+2y =29
{ 2x—3y =4
. Rozwiazanie. Mnozymy obie strony pierwsiego rownania przez —2, drugiego
| przez 5. Stad s

(27.7)

—10x—4y = —58
10x—15y = 20
‘ptrzymane réwnania dodajemy stronami. Dostajemy —19y = —38 czyli y = 2.
. Uklad (27.7) jest wigc rownowazny uktadowi réownan
:, y = 2 4
: (27.8)
) { 2x—3y =4

Réwnowaznosé te ilustruje rys. 27-6. Uklad (27.8) ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Odp. (5, 2).
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Uklad |
5(27.8)

2

’ | Ul
ly : ’

I

I | L 1

i i 1 |
0 //( 7
N\ Uklad

i o

Rys. 27-6

Wyznacznik drugiego stopnia. Wprowadzimy pomocnicze oznaczenie. Niech
A, B, Ci D bgda dowolnymi liczbami.

Deﬁnicja. Réznicg iloczynéw A-B—C-D nazywamy wyznacznikiem drugiego
stopnia i oznaczamy symbolem

A D
@R
Na przykiad .
} 4 =2:1-4-5= —18,
4 1
0 -7 .
=0-2-3-(=-7) =21.
N k)
Dyskusja ukladu réwnan pierwszeg9 stopnia (por. str. 102)
{ ax+by = c @)
ax+b,y=c;

polega na zbadaniu wplywu wartosci wspéiczynnikéw a, b, c oraz a,, b, i cgna

istnienie i liczbg rozwiazan tego ukladu.
Wyznacznik

aikib

a; b,

utworzony ze wspolczynnikow przy niewiadomych w ukladzie (27.1) nazywamy
wyznacznikiem tego ukladu i oznaczamy litera W. Mamy wiec

Wl g0 (27.9)
a; b,
Ponadto oznaczamy
W, = i s Oraz = i C} (27.10)
¢ by a ¢ |

Wyznacznik W, mozna utworzy¢ z wyznacznika W zastgpujac w nim liczby a i ay
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ondpowiednio przez c i ¢;. Podobnie jest z wyznacznikiem W;, ktéry mozna utwo-
1zy¢ z wyznacznika (27.9) zastgpujac w nim b przez ¢ 1,/b, przez e;.

| Wyznaczniki (27.9) i (27.10) ulatwiaja dyskusj¢ ukiadu 27:1)

. Jezeli W # 0, to uklad réwnan (27.1) ma doktadnie jedno rozwiazanic,
a mianowicie

W, LG
W T

k= Q7.11)

‘Réwnania ukiadu (27.1) sa w tym przypadku wzajemnie niezalezne. W celu
 wyprowadzenia wzoréw (27.11) mnozymy obustronnic pierwsze z réwnan (27.1)
przez b, i drugie przez —b. Stad

ax+by=c = bax+b by=b,c }
a, x+b,y=c¢, = —bayx—bb,y= —bc,
4
(ab, —ba,) x = b, c—bc,

y
W.x =W, (27.12)

Nastepnie mnozymy obustronnie pierwsze z réwnan ukiadu (27.1) przez — a,,

Wey =W, (27.13)

. Zauwazmy, ze wyprowadzajac réwnania (27.12) i (27.13) wnioskowalismy, nie
dbajac o rownowazno$¢ réwnan. Kazde rozwiazanie (x, ) ukladu (27.1) ma wigc
te wlasciwo$é, ze x spelnia réwnanie (27.12) i y spelnia réwnanie (27.13), ale nieko-
niecznie na odwrét. Dlatego nie mozna jeszcze twierdzié, ze wzory (27.11) na roz-
| wiazanie ukladu (27.1) — ktére w rozpatrywanym przypadku W # 0 sa réwno-
. wazne réwnaniom (27.12) i (27.13) — zostaly juz wyprowadzone. Nalezy jeszcze
* wykona¢ sprawdzenie (analiza starozytnych). W tym celu trzeba podstawi¢ do
-~ ukladu (27.1) prawe strony réwnosci (27.11) — odpowiednio na miejsce x i y. Spraw-
| dzenie daje wynik pozytywny. Wykonanie odpowiedniego rachunku pozostawiamy
.~ Czytelnikowi.

Jezeli W=01i W;5£0lub W=101i W,0, to rownania ukladu
(27.1)s3 wzajemnie sprzeczne. Istotnie, co najmniej jedno z row-
nan (27.12) i (27.13) nie ma wowczas rozwigzania a to wyklucza juz istnie-

. nie rozwigzania ukladu (27.1). *

j Jezeli W =01 W, = W, = 0, to réwnania ukfadu (27.1) sa od siebie zalezne
(zalozylismy, ze sa to réwnania pierwszego stopnia, czyli ze @ lub b i a, lub b, sa
. rézne od zera). W tym przypadku kazda liczba x spetnia réwnanie (27.12) i kazda
| liczba y spelnia réwnanie (27.13), jednakze nie kazda para liczb (x, ») stanowi
rozwiazanie uktadu (27.1). Ukiad ma nieskoniczenie wicle rozwigzan, przy czym wartosc
. jednei z niewiadomych (nie zawsze ktdrejkolwick) jest parametrem, ktéremu mozn:
. nadawaé dowolne wartosci (por. uklad (27.5)).
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Przyklad. Rozwigzaé uklad réwnan
x+y=>5
{x-— y=1
Rozwigzanie. Obliczamy wyznacznik ukladu
1 1
1 -1
Nastepnie obliczamy Wi W,

=—2 # 0, wiec uktad ma dokhadnie jedno rozwiazanie.

W,=)5 . l‘=‘—6, oraz W2=‘l 5lé——4
| . 1 1
Stad
x = ._‘26 =3 i ——:;— =2
Odr. (3, 2).
Przyklad. Rozwiazaé uklad réwnan
X—y=2
{2x—2y =1
Rozwiazanie ‘
=’1' -1 A W1=’2 —l’=_3-
-2 | RS
Odp. Uklad nie ma rozwiazar.
Przyklad. Rozwiazaé uklad réwnan ;
x—y=1 ;
{ 2x—2y =2
Rozwiazanie
i _l'=0. W1=,1 ~1’=O,W2=)1 ll=0
2 =2 . 2 =2 it

Odp. (x, x—1), x — dowolne.

Uwaga. Jezeli pominaé zalozenie, ze réwnania ukladu (27.1) sa pierwszego
stopnia, to ukiad ten w przypadku, gdy W = 0 i W, = W, = 0 moze nie mieé
rozwiazania. Na przyklad uklad réwnan j

0-x+0-y =2
{0-x+0- y=1
nie ma rozwiazania.

Przyklad*. Rozwiaza¢ uklad réwnan

ax—by = a* +b?
{x+ y=2a
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Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik uktadu

Ay e a+b
1 1

nastepme wyznaczmk1
i b

W, = S " = a*+b?+2ab = (a+b)? !

2a

oraz

Wi = i +b 1—2a —(a +b?) = a*—b?

i1
Jezeli a+b +# 0, to na podStanC wzordw (27.11) mamy /
iakb) akeht
, b =a+b, oraz y= S W b
Jezelia+b = 0,toa = —bwieca?—b? = 0. Wtym przypadku W= 0= P =
0 Jezeli a # 0, to rownania ukladu 83, plerwszego stopma i sq zalezne. Spelma Je

,' = —b wigc,b = 0 w tym przypadku badany uk}ad jest postacn
' 0:x—0:y=0
o x+ y=0
‘T\;““wiqc spelnia go kazda para liczb przeciwnych.
: Odp. Jezeli a+b # 0, to x = a+b, y = a—b; jezeli a+b = 0, to kazda para
(x, 2a—x), gdzie x — dowolna liczba — spetnia ten ukfad.

Przyklad!). Bryla mosiadzu (stop miedzi i cynku) wazy 67,2 kG. Ile kG wazy
u, miedz, a ile cynk znajdujace si¢ w bryle, jezeli po zanurzeniu do wody traci ona na
\,«- cigzarze 8 kG, a cigzary wlascnwe miedzi i cynku wynoszg odpowiednio 8,9 oras
‘3' 69kG/dm3‘7 )
Rozwiazanie Oznaczamy: x — ciezar miedzi w kG y — ciezar
cynku w kG. Na podstawie tresci przykladu x+y = 67,2. Aby ulozy¢ dru-
gie rownanie, w ktérym wystapia niewiadome x i y, powolamy sie na pra-
wo Archimedesa, wedlug ktérego bryla zanurzona w wodzie traci na cig-
zarze tyle, ile wazy woda przez nig wyparta. Poniewaz objetos¢ bryly wy-

. nosi (*—— =% )dm" zas traci ona na ciezarze 8 kG, wiec B% i T;’yg’ =B

Ulozylismy w1ec uklad dwoch rownan stopnia pierwszego

XY= 600
i
ST T ;

Rozwiazujac ten uklad otrzymamy x = 53,4 oraz y = 13,8.
Odp. Miedz wazy 53,4 kG, za$ cynk 13,8kG. '

1) 1 dm = 1 decymetr (oznaczenie w ukladzie SI).
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Przyklad*. Rozwigza¢ ukiad réwnan
1 5

A
x+y—1 + x—y+1 C
9|
3 2 Y
—_— = 1
x+y—1 x—y+l1
Rozwiazanie. Wprowadzamy pomocnicze niewiadome
1= s i raz z — 0
e AN gl d ey, 27.15)
Uklad (27.14) przyjmie postaé i
t =0 ;
no : 27.16)
3t—2z=1

Uktad (27.16) rozwiazujemy i dostajemy ¢ = T 1z = —137- . Podstawiajac obliczone

wartosci do zwiazkow (27.15) otrzymamy

rty=1 s 4 x+y= L
MRT S pE { )
czyli
ANl
Xy s \xy—.9
g ¢ 3 . A 119 11
Rozwigzujemy ten ostatni ukiad i dostajemy x = WL s ATt
LR
i ('45 ; “4‘5)'
Przyklad*. Rozwiazaé uklad réwnan
12x—3y+5z = 11
X+4y—Tz =—12 (27.17)
3x+2y+8z = 31
Rozwiazanie. Wyznaczamy x z drugiego réwnania g
x=—12—-4y+7z (27.18)

1 podstawiamy do pierwszego i trzeciego rownania. Po redukcji otrzymamy

bgs 192 =35
{ g (27.19)

10y—29z = —67
Ukiad réwnan: (27.18) i (27.19), jest rownowazny ukladowi (27.17). W réwnaniach
(27.19) znajduja sie tylko dwic niewiadome y i z. Rozwiazujemy ten uklad w znany
sposéb i dostajemy y =2, z = 3. Wartoéé x obliczamy z réwnania (27.18),
X=—-12-4-24+7.3 = |,

O, ol oy e s
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| Przyklad*. Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi 15. Pierwsza cytra jest o 5

i

mniejsza od drugiej, ktora jest o- 4 wigksza od trzeciej. Jaka to liczba?

. Rozwiazanie. Niech x oznacza liczbg setek, y liczbe dziesiatek, z za$ liczbe
jednostek w szukanej liczbie. Z warunkéw zadania mamy

x+y+z=15
x+5=y
);—4= 2

klad ten rozwigzujemy poddbnie jak w przyktadzie poprzednim, Dostajemy x = 3,
Vv = 8’ g

Odp. 384.

Pytania i zadania ¥

1. Napisa¢ uklad réwnain pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

2. Co to jest rozwiqzanie ukladu (27.1)? Poda¢ interpretacje geometryczng

L rozwigzania.

| 3. Kiedy réwnania ukladu (27.1) sa wzajemnie a) zalezne, b) niezalezne,
c) sprzeczne? Poda¢ przyklady.

4. Co to znaczy, ze dwa uklady réwnan sa réwnowazne?

5. Podaé przyklady takich sposobéw przeksztalcania uktadu réwnan, na skute
ktérych dostajemy ukiady réwnan réwnowazne.

6. Co to jest wyznacznik ukladu réwnan (27.1)?

7. Podaé dyskusje ukladu réwnan (27.1).

8. Podaé uklad réwnan (27.1), ktéry nie ma rozwiazania.

9. Czy uklad (27.1) moze mieé dokladnie dwa rézne rozwiazania?

10. Rozwiaza¢ ukiad réwnan

e

; 1 1
g ‘{x—Sy—l b {10x+17y—- 107 & —4—x+—5—y— 0,15

x42y = 2 15x+ 8y =143

i Ix-2y= -7
);i){sx+2y =0 o [x10r =28 Rl el
: 2x+2=2—x-y 13y—x = 17 x—%y=3+—)2c—

4§ 11*. Rozwiaza¢ uklad réwnan o niewiadomych x i y:

x W B
' |a+d sy s o
a) : b)
i ot 1 - 1_{_1_ |
a+b . a—b " atb Biician

gdzie a? =~ b? gdzie a #0i b #0
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12. Rozwigzaé uklad réwnai o niewiadomych x i y:

ol 0 g i
3 —5-—_ 1 l\ N (m #n)
RS x—y ~ x+y
y+13 1 s
e e : o e v i
) d)J L) /
S xy—13 1 i 1 4 _1_
oL x+4 x+2y—3 3x—2y+1 12
2 3 11
©)* :
) Vs
I m 1 x+y  x-y 39
13*, Rozwiaza¢ uklady réwnan
i ot SRR B9
g e 5x+6z 9 R (Sl
: 2 3 1 5
a) 2y4+3z=—1 b)] x+y+z=128 o) —x—+7+7=_l§.
Iy+4z 8 L s
b e x+2y 7 PR S

14**. Rozwigzaé uklad réwnan
|x=1|+ |y=5| =1
! { [x=1] - y -5
15. Statek porusza si¢ z pradem rzeki z predkosceia 18 km/h, a pod prad z predkos-
cig 14 km/h. Obliczyé¢ predko$é wlasna statku i predkosé pradu rzeki.
16. Po zmieszaniu dwéch roztworéw kwasu solnego 75%; i 54% otrzymano 42 litry
roztworu kwasu 66%;. Ile wzigto do tej mieszaniny kwasu 15%, a ile 547
17. Kurczeta i kroliki znajdujace sie w klatce maja razem 35 gléw i 94 nogi. Ile
jest kurczat, a ile krolikow?
18*. Dwa samochody wyruszyly naprzeciw siebie z miast odlegtych o 210 km i po-
ruszaja si¢ ze statymi predkosciami. W chwili spotkania jeden z nich ma jeszcze

przed soba 2h jazdy, a drugi —g— h jazdy do miasta, z ktérego wyruszyt
mijany samochdd. Obliczyé predkosci obu samochodéw.

19*, W wolne miejsce wpisz tak dobrane réwnanie pierwszego stopnia o dwdch
niewiadomych, zeby otrzymany uklad dwéch réwnai a) mial dokladnie
jedno rozwiazanie, b) mial nieskonczenie wiele rozwiazan, c) nie miat roz-
wiazania
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20*. Dany jest uklad réwnan

(m-3)x—4y =n
{’-9x+(m+z)y= 9

o niewiadomych x i y oraz parametrach m i n. Dla jakich wartoéci parametrdw
réwnania tego ukladu s3 a) niezalezne, b) zalezne, c) sprzeczne?

Wskazéwka. m2—m—42 = (rp-—7)(m+6).

28. Nieréwnosci z wielu zmiennymi  *
Zajmiemy si¢ tu nieréwnosciami, w ktérych wystepuja dwie,, lub wieksza
liczba zmiennych.

Przyklad. Udowodnic, ze dla kazdych dwéch liczb a i b speniona jest nieréw-

@+ > 2ab Wk Ry
'przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.
4 Rozwiqianie ] i : !

; @’ +b* > 2ab <> a*+b*—2ab > 0 <> (a—b)? = 0
;Poniewai kwadrat kazdej ]iczby rzeciywistej jest nieujemny, wiec ostatnia z otrzy-
~manych nieréwnosci jest spetniona dla kazdych dwéch liczb a i b, przy czym réwnosé -

chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy @ = b. Nieréwnoéé (:i—b)2 = 0 jest réwnowazna
eréwnosci (28.1), cnd.

Przy dowodzeniu nieréwnosci korzystamy czesto z'nastcpujqcego twierdzenia.

Twierdzenie (o laczeniu nieréwnosci). Jezeli

a <81 eisd

atc<b+d ‘ | (28.2)
loraz dla kazdych dodatnich b i ¢ ,
] ' ac<b-d A (28.3)
Dow()d.&_ Nieréwnos¢ (28.2) mozna udowodni¢ tak: |
l@a<b) r(c<d)]=[(a~b<0)r(c—d<0)]= -

= ([(a-b)+(c—d) < c—d] A (c—d -~ 0)) = ; :

= (a=b)+(c—d) <0 = (a+c)—(h+d) < 0 =
f' Sa+c<b+d
i‘Mamy nastepnie
. e [(a<b) Alc>0)]=ac<b-c

Matematyka
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oraz
[ce<d)ar(®>0]= c:b<d:b
4.
a-¢c <b-d, cnd.

Przykhd‘ Udowodni¢, ze dla kazdych trzech liczb g, b i ¢, z ktérych co naj-
mniej jedna jest rézna od pozostatych, spetniona jest meréwnoéé

a*+b24c? > ab+bc+ca . (28.4)
Rozwiazanie. Niech a bgdzie liczba rézna od b i od c. Na podstawie poprzed-
niego przykladu mamy wigc
a?+b*>2ab i a*+c*> 2ac
a ponadto b2+ c? = 2bc. Korzystajac z tych trzech nieréwnosci oraz z twier-
dzenia o 2aczen1u nieréwnosci i okreslenia nieréwnosci stabej dostajemy
: 2(a®+b*+c?*) > 2(ab+ bc +ca)
Dzielac t¢ nieréwno$¢ obustronnie przez 2 otrzymamy nieréwno$é (28.4), cnd.
Przyklad*. Udowodnié, ze dla kazdych dwdch liczb a i b majacych ten sam
znak spelniona jest nieréwno$¢

a.lb
R R A ;
ke (285)

przy czym r&wnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

Rozwigzanie. Wiemy (por. (28.1)), ze dla kazdych dwdch liczb a i b mamy
a?+b? > 2ab. Poniewaz a i b sa tego samego znaku, wiec ich iloczyn jest dodatni.
Dzielac obie strony otrzymanej nieréwnosci przez ab dostajemy zatem nieréwno$c
(28.5). Réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a® +b* = 2ab, czyli gdy (a—b)* =
=0, a wigc gdy a = b, cnd.

Definicja. Srednia arytmetyczna n liczb jest to suma tych liczb podzie-
lona przez n:

A o U Sl (28.6)
n
Na przykiad $rednig arytmetyczna liczb 2, 3, 7 i 8 jest

243 +7+8
so= = =5 /

: Deﬁnicji. Srednia geometryczna n liczb nieujemnych jest to pierwiastek stopnia
n z iloczynu tych liczb:

so=Varayan @87
Na przykiad $rednia geometryczna liczb 8, 4 i 2 jest s

c=V842=y6d=4"
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. Przyklad®. Udowodnié, ze $rednia arytmetyczna dwéch liczb nieujemnych
171 b jest nie mniejsza od $redniej geometrycznej tych liczb.

‘ Rozwiaianie. Poniewaz (]/;—l/g)z > 0, wiec a—2l/a—;+b>0, a zatem
la+b > 2V ab. Dzielac t¢ nieréwno$¢ obustronnie przez 2, dostajemy

“+" >V/ab, cnd. ‘ (28.8)

Przyklad**. Udowodnié, ze §rednia geometryczna t\rzech liczb dodatnich jest
‘nie wigksza od $redniej arytmetycznej tych liczb, przy czym réwnos$¢ zachodzi
\ tedy i tylko wtedy, gdy liczby te sa réwne.

Rozwiazanie. Niech a, b i ¢ beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Oznaczmy

a b

= ; = y Z=—— 28.9

Vel T Vo e
Liczby (28.9) sa dodatnie, a ponadto xyz = 1. Wynika stad, ze xy jest odwrotno-
scia liczby z, yz jest odwrotnoscia liczby x, za§ zx jest odwrotnoscia liczby y.
Wiemy (por. (28.5)), ze suma kazdej liczby dodatniej i jej odwrotnosci jest nie mniej-
sza od 2, przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczby te sa rowne,
a wiec gdy kazda z nich wynosi 1.
Stad. ,
4 YWz 22 | prhkx 2R i sx¥y =2 (28.10)
a zatem

xy+yz+zx+x+y+z2= 6 § (28.11)

Mnozymy obustronnie pierwsza z nieréwnosci (28.10) przez z, druga przez x
i trzecia przez y; suma lewych stron otrzymanych w. ten sposéb nierownosci jest
me mniejsza od sumy ich prawych stron. Uwzgledniajac warunek xyz 1, otrzy-
‘mamy wiec

3+224+x2+y? = 2Ax+y+z), , (28.12)
Z nieréwnoéci (28.11) mamy nastepnie
x+y+z > 6—(xy+yz+2zx) (28.13)

g poniewaz nier6wno$¢ jest przechodnia, wiec na podstawie (28.12) i (28.13) dostajemy
i 34224+ x24+y? > 12-2(xy+yz+12x)

x2+y?+z2 4+ 2xy+yz+2zx) > 9
(x+y+2)?* > 9, wiec x+y+z>3
odstawiajqc w miejsca x, y i z prawe strony réwnosci (28.9), dostajemy

3 g b b_+3 t_ = 3, czyli i/aEc“g,—-—”;’“

) Vabe Vabc Y abe ,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z = 1, czyli gdy
a=b=c cnd
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Pytania i zadania
1. Poda¢ twierdzenie o laczeniu nieréwnosci.
2. Uzasadni¢ styszno$¢ nastepujacych wnioskowar:
a) (x<y)=>(G+7<y+z), b) [(x<) A E<u)l=x<y,
Ax<NA<L<)=2x<z [xZ0AP>0]=x+y>0.
3. Zakladamy, ze x < y. Udowodnié, ze

: 3
2) *<——+y by <y o I
2 2 2
4*. Udowodnié, ze jezeli a-b << 0, to
) i
il SN R oo
N A

przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a+b = 0.
5*, Udowodni¢, ze dla kazdych trzech liczb dodatnigh a, bic, przy czym a < b,
spelniona jest nieréwno$é

_q_ ate
b+c
6**, Udowodmé ze dla kazdych trzech liczb dodatnich a, b i ¢ spelmona jest
nier6wno$¢
q)libyeie !
b et ol

przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylkoﬂ wtedy, gdy a =b = c.

Odpowiedzi do rozdzialu IV
22. | ;
2. a) R, b) (—o0; =) U(=1; +1) U(+1; +00), C) L=y 1), M) (—oo;
—1) U (+1; +o00). 11 a)I III, b) II, IV. 15, a)2 b= 3 ,c)a’+i dla a0, -
d) Z ta dla a #0, e) 7 Xt dla x =20, ,17 Wykresami sa proste réwnolegle
do OX.18.y = x’+(a+b)x 19,y = (a—2b)x—2x%: % = S==_. 20, 250 litr6w.

7
L 24x : & i
21,13 2 litra.  23%. v — 2417 4%y = —x—1, gdy x < -2, ¥ x+3, gdy

“2<x<ly =3x+1,gdy x> 1

' 23,
7 a) 3 ,b)47c c) 2,d) 6’ e) 2, ) nie ma, g) 2x, h) & 10*. f(\)———[f(x)-l- )
+f(=0)]+ 5 [f(x)—f( ~x)} b)y-—0+’-1— 14. {1; +oo) na OX, {0; +0o9) na
OLx" ‘
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24.

. pie. 8. tak. 9. nie. 10. a) x, = 1, x, = 2, b) réwnanie sprzeczne.

25,

. rownanic pierwszego stopnia jest llmowe, ale nie na odwrét. 7. a) 5 b) 3,6,

‘3'« sprzeczne, d) 3.8, 0.9 kg wodoru i 7,2 kg tlenu. 9*. 9 litrow z pierwszego i3z dru-

it

yego zbiornika. 10* 9 kg plcrwszeg01 35 kg druglego stopu 11. za 18 lat 12*. 5 h

c)( 5;4),1) (2: 9), g)\>1hrb\<—2 h) — 6<x<-Z—

417* D Bt LSS e i VB T e IS e x>~;—.
18.4,5,6,7,8,9, 101 11. 19. 35. 20. (=00; 0).

26. i
a) (0,—4), (1,-3), itp. 6 NuU{0}. ,

il i 27

. $511 : HER

9. nie. 10. a) (“7',‘7 ) ,b) (9, 1), ¢) (-1, 2),d) (x, —3x) x — dowolne, e) (178, 15),
g : a B ab ab
N * e o i o Soutids ! Sl
“t)rownama sprzeczne. 11¥. a) x iy a+b’b)x : a+b’y ok iy
Cgdy a*—b* #0; (x, a—.\'), x — dowolne, gdy a = b; réwnania sprzeczne, gdy

i 1 2m 2n
o= b 12.0) (5. )b\r St e »nz,c)( l),d)(3,2),

ol

; 1
i '*) x=m il s A+1 ,gdy k £ —11k +# 2; uklad jest sprzecznydlak—— —1

Il
=3
=
ta
Il
o
N

=6y =3,z= -4 14 12 Al '1
g N e e b Sl e -(292)(2 2) 516km/h



Rozdziat |V

FUNKCJA KWADRATOWA

29. Funkcja drugiego stopnia

Definicja. Funkcje |
y=ax’+bx+c, xeR (29.1)

gdzie @ # 0, b i c sa to liczby dane, nazywamy funkcjq drugiego stopnia (takze:
funkcjq kwadratowq lub tréjmianem kwadratowym).
Na przyklad :
WALy el e g R AR RO i e D2 iy ]

sa to funkcje drugiego stopnia.
Zaleznos¢ drogi s od czasu ¢ w ruchu jednostajnie zmiennym po prostej

a 2 .
$=So+0t+ 5t

jest funkcja drugiego stopnia.
Jednomian drugiego stopnia (kwadratowy) jest to funkcja .
: A
y=ax?, xeR S (29.2)

gdzie a # 0. Jednomian ten jest funkcja kwadratowa (przypadek gdy b = ¢ = 0).
Wykresem jednomianu drugiego stopnia jest krzywa zwana parabolg. Na rys. 29-1
przedstawione sa wykresy funkcji (29.2) dla roznych. wartosci wspéiczynnika a.
. Funkcja (29.2) jest parzyste, poniewaz dla kazdego x mamy ax? =
a(—x)%. O OY jest wiec osiq symetrii dla paraboli stanowigcej wykres
- tej funkeji (por. rys. 29-1). Punkt, ‘w ktorym o$ symetrii przecina parabolc
~ — na rys. 29-1 jest nim poczatek ukladu czyli punkt (0,0) — nazywam,
wierzchotkiem paraboli. Wierzcholek dzieli parabole na dwa ramiona zwro-
cone w gore, gdy a >> 0, natorhiast w dét — gdy a < 0.
Jezelia>0, tofunkcjay = ax? jest malejgca w przedziale (—oo; 0), a ro-
sngca w przedziale (0; +o0). Dla x = () przyjmuje ona warto$é najmniejsz:
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B

. (minimum) réwna 0. Funkcja (29.2) przyjmuje wartosci dowolnie duze, jezeli tylko
‘warto$¢ |x| jest dostatecznie duza, co notujemy tak:

jezeli x > —oo lub x » +oo, to y = +0°

. (czytamy: jezeli x dazy do —oo lub do +oo, to y dazy do -Foo). W tym przypadku

. funkcja (29.2) nie przyjmuje wartosci najwiekszej.

Jednomian kwadratowy y=ax*

Rys. 29-1

Jezeli a< 0, to funkcja y = ax? jest rosnaca w przedziale (—oo; 0) i malejaca
,_" w przedziale (0; +o0). Dla x = 0 przyjmuje ona wartos¢ najwiekszq (maksimum)
" réwna 0. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne o dowolnie duzej wartosci bezwzgled-
. nej, jezeli tylko warto§¢ |x| jest dostatecznie duza, co notujemy tak:

jezeli x » —oo lub x - 400, t0 y = —00

W tym przypadku funkcja (29.2) nie przyjmuje wartoéci najmniejszej.

Posta¢ kanoniczna 'tréjmianu kwadratowego. Trojmian (29.1) mozna zawsze
sprowadzi¢ do tzw. postaci kanonicznej. W tym celu nalezy wykona¢ nastgpujace
przeksztalcenia. Poniewaz a # 0, wiec

y=ax2+bx+c=a(x2+-£x+—£—)=a[x2+2-—b—x+

a a 2a
Sppd e g |
(Za) (2a) gt

='q x+_b._ z_i_*_.c_ — + b'z_ b2—4ac —_
. ( ?a) 4 a '“(" '27) (o
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Oznaczajac 8 (
4 = b*-dac : (29.3)

wyréinik tréjmianu kwadratowego -
dostajemy ostatecznie

(29.4)

2b )2;_ 4

y=a(x+—— i

posta¢ kanoniczna tréjmianu kwadratowego
Przyklady j
 x?46x+8 = (x+3)2—9+48 = (x+3)2—1

2itx+1= +i2_i+1_’x+i2+i

x?+x+ —(x 2) i _.( 2_) >
12

_x2+x+2=_(x2_x_2)=_ (x_i.) —

2 2 _2] ]
-~[fe- 4 2] 3T

=3x2412x = —3(x*—4x) = —3[(x=2)2—4] = —3(x—2)*+12

Also -h|'-'

Wprowadzamy oznaczenia

bl 4
_.2—“" yw )y o ey (29.5)

YT 4a
dzigki ktérym réwnosé (29.4) moezna zapisa¢ tak

y = a(x—x,)*+yp, (29.6)

- Z réwnosci tej wynika, ze wykres tréjmianu (29.1) jest parabolg, ktéra powstaje
przez przesunigcie wykresu funkcji y = ax? o wektor
v =[x 2l -

(por. str. 83). Osiq symetrii tej paraboli jest prosta réwnolegta do QY i przechodzaca
przez punkt (x,, 0), za$ jej wierzcholkiem jest punkt W(x,, y,) — patrz rys. 29-2.

B |
y=ax? . | y=al—x) g '

a>di) I

g 5

e\ /B

3 >

15 g

_l/'w s 1W(Xm9w)
V=[xws yof X
L ——

0 Xw

Rys. 29-2

120



Pierwszy skladnik po prawej stronie rownoscn (29.6) nie zmienia znaku: jest
on nieujemny dla a > 0, za$ niedodatni dla g < 0. Skladnik ten jest réowny zeru
wtedy i tylko wtedy, gdy x = x,,. Wynika stad, 7e tro;mlém @9. D madlax=x,
| minimum véwne y, gdy a > 0, natomiast maksimum réwne y, gdy a < 0.

Posta¢ iloczynowa tréjmianu kwadratowego. Jezeli wyréznik (29.3) tro;mlanu
| (29.1) jest nieujemny, 4 > 0, to tréjmian ten mozna rozlozyé na czynniki hmowe
czyli sprowadzi¢ do tzw. postaci iloczynowej. Wobec (29.4) mamy wdwczas

ool -l -

(x+_+v/d)(+_b__w) | \

2a 2a 2a 2a
= afx- -b—ﬂ) (x_ —b+1/A)
2a
! Wprow.adzamy oznaczenia

s __—b+y4 {
'l S oy '/- X3 = ——2“'—/~ (29.7)

}‘ostatecznic dostajemy ’
¥ = alx—x)x—x;) (29.8)

postaé iloczynowa tréjmianu kwadratowego

‘ Jezeli A = 0, to x; = x,. Oznaczajac t¢ wspdlna wartosé x, i x2 symbolem Xx,,
mozna woéwczas zamiast (29.8) napisaé

¥ = a(x—x5)%, ‘ (29.9)

Jezeli 4 < 0, to prawa strona réwnosci (29.4) jest stalego znaku (dodatnia, gdy
a > 0, natomiast ujemna gdy a < 0).

Z rozwazan tych wynika, ze tréjmian (29.1) /
ma dwa punkty zerowe Xy i %, gdy 4>0
ma jeden punkt zerowy x, (tzw. podwdjny) gdy 4 =0
nie ma punktow zerowych gdy 4 <0.

Punkt zerowy tréjmianu nazywamy tez pierwiastkiem tro;mlanu Plerwmstek trdj-
‘mianu jest odcigta punktu, w ktérym parabola bedaca wykresem tréjmianu przecina
o$ OX.

. Wykres tr()jmianu kwadratowego wygodnie jeét sporzadzi¢ znajdujgc uprzednio
- wspdtrzedne x,, i y,, wierzchotka W, rysujac 0§ symetrii x = x,, oraz badajac punkty
‘przecigcia wykreslonej paraboli z osiami uktadu wspolrzednych. Wszystkie te in-
formacje mozna uzyskaé z postaci kanonicznej tréjrmanu, oraz ze wzorow (29.7)

_ Przyklad. Wykresli¢ tI‘ijlan

PR e e (29.10)
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Rozwigzanie. Sprowadzamy tréjmian do postaci kanonicznej
y=(x-17-4
z ktérej odczytujemy wspdirzedne wierzchotka: W(l ,-4), oraz réwnanie osi sy-
metrii x = 1. Nastepnie badamy punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu O Xy
Przyjmujac x = 0 dostajemy y = —3, wigc wykres przecina o§ OY w punkcie
. (0, —3). Obliczamy wyréznik tréjmianu 4 = (—2)>*—4-1-(—3) = 16. Poniewaz
A > 0, wigc tréjmian (29.10) ma dwa pierwiastki, ktére znajdujemy ze wzoréw
(29.7), x; = —1, x, = 3. Parabola przecina wigc 0§ OX w dwdch punktach: (1, 0)

y  Parabola

Rys. 29-3

i (3, 0). Wykres zbadanego trjmianu przedstawiony jest na rys. 29-3. Tréjmian ma
minimum réwne —4 dla x = 1.

| | Y
a>0 vl a>0 finhye a>0 ‘
2<0 \ | O S 450 {
| | / |
| \\L X \oll o/ «
| Xo| A
I l
| | |
| l |
a<0 Y a<o Y a<0 Y|
A<0 ! 4=0 Il A>0
! lx,, X X ! Xp X
1 7 ] N
. | |
| i i -
|- s I |
5 |

Zmiennost trajmiany -y =ax?+bx+c
A =b*—4ac
‘ Rys. 29-4
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Na rys. 29-4 przedstawione sa schematyczne wykresy tréjmianu kwadratowego
w zalezno$ci od wspdlczynnika a i wyrdznika 4. Ramiona paraboli s3 zwrécone
. w gore, gdy a > 0, natomiast w dét gdy a < 0. W przypadku gdy b = 0 osia sy-
. metrii jest OY (por. wzory (29.5) i (29.6)).
Wykresy przedstawione na rys. 29-4 ilustruja przeprowadzona poprzednio ana-
. lizg tréjmianu (29.1), zwana dyskusjq tréjmianu kwadratowego. Znajomos¢ tej‘ dys-
- kusji, a wigc znajomo$¢ zmienno$ci trojmianu kwadratowego jest bardzo wazna,
. gdyz stanowi podstawe do rozwiazania wielu zagadnien.

; Przyklad. Wyznaczyé tréjmian kwadratowy y = ax?+bx+c jezeli wiaddmo,
ze jego wykres przechodzi przez punkty (0, 1), (1, 0) i (2, 1).

Rozwiazanie. Z warunkéw zadania mamy

1=a-0>+b-0+c o=l
O0=a12+b-1+c czyli a+b+c=0 (29.11)
1=a22+b-2+c 4a+2b+c =1

Roiwiqzujqc otrzymany uklad réwnan, dostajemy a =1, b = —2, ¢ = 1.

Odp. y = x*—2x+1.

/
Przyklad*. Wyznaczy¢ tréjmian kwadratowy y = ax?+bx+c jezeli wiadomo,
ze dla x = —2 przyjmuje on najmniejsza ze wszystkich swych wartosci, ktéra wy-
. nosi 4, za§ dla x = 1 przyjmuje warto$¢ 13.

Rozwiazanie. Z warunkéw zadania mamy

‘ —~29a- -2, —%:4, oraz a+b+c =13
~ Stad
1 4a—b =0
b%*—4ac+16a =0 (29.12)
a+b+c=13
Z pierwszego réwnania wyznaczamy b = 4ai podstaw1amy do dwoch nastqpnych
rownan. Otrzymamy \
‘ 16a*>—4ac+16a = 0
{ 5+c =13

Dzielac obustronnie pierwsze z tych réwnan przez 4a, (a #0), dostajemy
uklad dwdch réwnan pierwszego stopnia o dwdch niewiadomych a i ¢

4a—c+4=0
Sa+c¢ =13

Rozwiazujac ten uklad dostajemy a@ = 1 i ¢ = 8, nastepnie za$ obliczamy b =
=4da=4-1=4 -

Odp. y = x> +4x+8.
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Pytania i zadania

1. Co to jest a) funkcja drugiego stopnia, b) funkc_la kwadratowa, ¢) tréjmian
kwadratowy" Podaé przykiady.

2. Co to jest jednomian drugiego stopnia? Omowi¢ ksztaltt wykresu jednomiany
y = ax* w zaleznosci od wspélczynnika a. Co to jest wierzcholek paraboli?

3. Udowodni¢, ze funkcja y = ax? jest dla a> 0 malejaca w przedziale (—oo; 0)
i rosnaca w przedziale (0; +oo), natomiast dla @ < 0 — rosngca w prze-
dziale (—oo; 0) i malejaca w przedziale (0; +09).-

4. Na wspolnym rysunku sporzadzi¢ wykresy funkcji

1 1
a) ¥ =.x2+]1 ) it 2x2+1’ 14 =‘_2x2+1,’ 3 m ~2_ x2+17 s ke _§—x2+l,

b) y = x2—x, y= x%y=x*+x, y = x242x, yi= x243x,
Q)y= —x*-1,y==x%y=—x*+1, y= —x2+2, y= —x?+3.

5. Sprowadzi¢ tréjmian y = ax?+bx+c do postaci kanonicznej. Co to jest
wyréznik tréjmianu kwadratoyvego?

6. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej tréjmian
a) y = x*+5x+4, b) y = 3x?+12x+20, ¢) y = —4x?+16x+20, d) y =
= 2x*+6x, €) y = —8x*+16x, f) y = x2+12x+%1.

7. Wyjasni¢ zwigzek wykresu Jednomlanu Yi=laxtiz wykresem tréjmianu y =
= ax*+bx+c.
8. Podaé sposéb znalezienia wierzchotka i osi symetrii paraboli stanowiacej
wykres tréjmianu kwadratowego.
9. Czy istnieje tréjmian kwadratowy, ktérego wykres nie przecina a). OX,
- Wb)io Y2
10*. Co mozna powiedzieé o wykresie tréjmianu y = ax*+bx+c, jezeli a <0
i A< 0? Jaki jest w tym przypadku znak wspolczynnika c?
11. Co to jest postaé iloczynowa tréjmianu kwadratowego" Czy kazdy tréjmian
mozna sprowadzi¢ do tej postaci?
12. Podaé warunek konieczny i wystarczajacy na to, zeby tréjmian y = ax*+
+bx+c miat w zbiorze R staly znak.
" 13. Podaé wzory na pierwiastki (punkty zerowe) tréjmianu kwadratowego.
14. Oméwié sposéb wykreslania tréjmianu kwadratowego, a nastepnie wykonac
wykres

a) pi=dx? +5x+1 b) y= —4x?+x+12, ¢)y= ~2x>+7x+3.
15. Sprowadznc do postaci iloczynowej i znalez¢ pxerwnastkl tréjmianow
a) y=x>—6x—187, b) y = 6x2 —192x+1242, ¢) y = —2x*—1,98x+0,02.

16. Podaé schematyczne wykresy tréjmianu kwadratowego (29.1) w zaleznosci
od wspdlczynnika a i wyréznika 4.

17*. Znalez¢ tréjmian kwadratowy y = ax?+bx+c, ktory dla x = 5 ma warto$¢
5, za$ dla x = 3 ma minimum réwne 1.
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. 18*. Wiadomo, ze tréjmian y = ax*+bx+c¢ ma dokladnie jeden pierwiastek,
: a ponadto dla x = 0 ma warto$é 1 i dla x = 2 ma warto$¢ 9. Znalezé ten
tréjmian.

. 19*%. Wykresli¢ funkcje
1
-1

20*. Narysowa¢ wykres dowolnego tréjmianu kwadratowego i na jego podstawie
okresli¢ znaki wspétczynnikow i wyroznika. .

a) y=|x2-2x|; b) y=|x+5x+6], ) y=

.

30. Ekstremum' tréjmianu kwadratowego

| - » g
Ekstremum jest to maksimum lub minimum. Zajmiemy si¢ obecnie takimi zada-
‘niami, ktérych rozwigzanie polega na. znalezieniu ekstremum tréjmianu kwadrato-
‘wego.

Przyklad. Dla jakiej wartoci x tréjmian y = 2x2+x+1 przyjmuje warto$é

Rozwigzanie. Tréjmian sprowadzamy do postaci kanonicznej

PR R R [ b O DY e g
\;-‘Iy—x ¥ ( 2 2) ( 4)‘ 6|~ (" 4) g

‘7 postac1 tej odczytujemy, zedlax = — — trOJmlan przyjmuje najmniejsza wartosé

’

. 7 v
rownq?.
1 T
Odp Dlax——? ¢ dlks ymlnzis.

Przyklad*. Znalezé najmniejsza warto$é wyrazenia x*+y3, gdy x+y = 1.

! Rozwigzanie. anaczmy badane wyrazenie litera w. Pomewaz y=1-x
wiec

’

w=x3+4y=x34+(1-x) = x*+1-3x+3x2—x3 = 3x2—3x+1

i Ladame sprowadza si¢ zatem do znalezienia najmmejszej wartos$ci tréjmianu
akwadratowego Sprowadzamy ten tréjmian do postaci kanonicznej

! 2 o 2
W= 3x2—3x41 = 3(x2—x+ %) 5 [(x— %) +i] < 3(x— L) i
Z postaci tej odczytujemy, ze dla x = 7tréjmlan przyjmuje najmniejsza warto$é,
> 1 '

| r6wng .

Y Odp. Wnin = '_4—.
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Przykiad. Dla jakiej warto$ci X utamek

1
VRl

przyjmuje wartos¢ najwigksza i ile ona wynosi?

: R A
Rozwiazanie. Poniewaz x2+x+2 = (x+ 7) +4 » Wige utamek u przyjmuje .

tyiko dodatnie wartosci. Dla x = — 7 mianownik jest najmniejszy i ulamek jest
i : )
najwigkszy, rowny 7 -
s bl 1 ) |
Odp. &% = Sieati e Uiy = A

Przyklad*. Roztozyé dana liczbg dodatnia @ na dwa skladmkl W ten sposob,
.aby suma ich kwadratéw byla najmniejsza.

Rozwiazanie. Oznaczmy jeden z nieznanych nam skladnikow przez x. Drugi
jest wigc réwny a-x. Oznaczamy nastgpnie sumg kwadratéw szukanych skiadni-
kow przez y; stad

y = x*+(a—x)? = 2x2—2ax+a?

y= 2(x ~ax+.;_a) 2[(x_,~‘2‘._)2+_%_]

ane it
'y=2(l——2—) +“2—

; 5 Loty § a a
Z réwnoscei tej widaé, ze y ma warto$¢ najmniejsza, rowna 5, gdy x = 5 -

wiec

ostatecznie

Odp. Liczbg @ nalezy roztozy¢ na dwa réwne skladniki. :
Przyklad*. % roztworu dwuskladnikowego stanowi roztwdr o stezeniu 20%,
_ reszte za$ roztwor o stezeniu a%. Wykresli¢ zaleznosé stezenia roztworu dwusktad-
nikowego od a i zbadaé, kiedy to stezenie jest najwieksze.
Rozwigzanie. Oznaczmy stezenie roztworu dwuskiadmkowego przez s. Na
podstawie tresci zadania mamy
20
5= 100 +(100—a)- 100 -
czyli
s=-00la*+12a
wigc po sprowadzeniu do postaci kanonicznej
s = 36—0,01-(a—60)> ' \ (30.1)
Z réwnosci tej widac, ze stezenie roztworu jest najwieksze i wynosi 36% gdy a = 60.
Wykres funkcji (30.1) znajduje si¢ na rys. 30-1.

Odp. Rys. 30-1.
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s=36—001(a—60)
O<a <100

|
20 I
| |
i 4 1 ! 1 !
20 40 &0 &0 100
Rys. 30-1

j Przykliul‘. Dwa kondensatory polaczono szeregowo. Zbadaé jak zmienia siq
pojemnos¢ tego ukladu, gdy pojemnos¢ obu kondensatoréw zmieniamy tak, zeby
lCh suma byla stata i réwna 10 pF. '

Rozw1a7an1e Niech x oznacza pojemno$¢ jednego z kondensatoréw w wF.
| Pojemnos¢ drugiego kondensatora wynosi wigc (10—x) uF. Oznaczmy nast¢pnie
\przez C pojemnos§¢ rozpatrywanego ukladu. Mamy wiec

1 ' R SR

Veluglie- i o

C= —x(IO x)

a§ po sprowadzeniu do poétaci kanonicznej
C = 2,5-0,1:(x-5)*

:Z otrzymanej réwnoéci widaé, ze pojemno$¢ C jest najwieksza i wynosi 2,5 uF-
gdy x = 5 uF, a wigc woéwczas, gdy pojemnosci obu potaczonych kondensatoréw
53 jednakowe. Rys. 30-2 ilustruje ten przyklad.

Odp. Rys. 30-2.
€ C=25-01-(x=5)*
0<x<10

|

|
Jiid
75

Rys. 30-2

Przyklad*. W dany okrag o promieniu R wpisano prostokat. Jakie powinny by¢

' dlugosci bokéw tego prostokata, aby jego pole bylo najwicksze?

. - Rozwiazanie. Oznaczmy przez x dhugoéé jednego z bokéw szukanego prosto- .
‘kata. Dhugos¢ drugiego boku wynosi wiec na podstawie twierdzenia Pitagorasa

V4R>—x2. Niech S oznacza pole prostokata
: S=x)4R?—x% = Y4R* x2 —x*
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Poniewaz
4R x? —x* = —(x* —4R2 o) = ---[(x"‘-—ZR’)2 4R*}
wiec : !
: S= 1/4R‘—(x* 2R% (30.2)
Z réwnoséi (30.2) widaé, ze pole S jest najwigksze, réwne ‘ ‘
VAR® czyli 2R?, gdy x*—2R* =0, czyli gdy x = J/2+R,

(x jest z zalozenia liczba dodatnig). Drugl bok prostokata ma wéwczas dlugoic

VaR=x = J/ 4R —(/2R)? = 2R = }/2-R
a wiec takg sama jak pierwszy bok.
Odp. Dlugosci bokéw powinny by¢ réwne.

Pytania | zadania

1*. Udowodnié, ze ze wszystkich prostokatéw o danym obwodzie najwicksze
pole ma kwadrat.

2*. Zbadaé, ktory z walcéw o danym obwodzie p przekroju osiowego ma naj-
wiegksze pole powierzchni bocznej.

3*, Liczbe 100 przedstawné jako sume takich dwéch skladnikéw, zeby ich ilo-
czyn byt najwwkszy

4*. Dane sg liczby c,, ¢,,..., ¢,. ZnaleZé taka liczbe x, zeby suma kwadratéw

(x—c )+ (x—c) +... +(x—c,)?
byla najmniejsza.

5*, Na koncach sztywnego preta o dlugo$ci / osadzono dwie kuleczki o masach
m i M. Zbadaé Wzglqdem jakiej osi, przechodzacej przez pret prostopadle,
moment bezwladnosci tego ukladu kuleczek jest najmniejszy; mas¢ preta
oraz rozmiary kuleczek zaniedbujemy.

6*. Z kawalka blachy majacej ksztalt kwadratu o boku a wyciaé na rogach
takie réwne kwadraciki, aby po zagi¢ciu brzegéw mozna bylo otrzymaé
prostopadioécienne pudeteczko o najwigkszej pojemnosci.

31. Réwnanie kwadratowe

Definicja. Réwnanie
ax’+bx+c =0 . 3L
w ktérym x jest niewiadomaq, zas$ a + 0, b i ¢ sg toliczby dane, nazywamy réwnaniem
kwadratowym lub réwnaniem drugiego- stopnia.

Roéwnanie (31.1) powstaje przez przyréwnanie do zera tréjmianu kwadratowego

!

ot
N
=



= ax?+bx+c. Z przeprowadionej w p. 29 dyskusji tego tréjmianu wynika, Zc
istnienie i liczba pierwiastkéw réwnania (31.1) zalezy od wyréznika

4 = b*—4dac ‘ (31.2)
Jezeli 4 >0, to réwnanie (31.1) ma dwa pierwiastki
~b-y4 -b+y4
4 X, = ——2;'1"—, X3 =———2—a"/—“ (313)
Jezeli 4 =0, to réwnanie (3!.]) ma jeden pierwiastck_(tzw. podwajny)
- 2 b
Xo= = 5= (1.9

Jezeli 4<<0, to rownanie (31.1) nie ma pierwiastkbw (por: rys. 29

| -4, str. 122). ;
~ Przyklad. Rozwiazaé rownanie
x2+2x+5=0

Rozwiazanie. Obliczamy 4 = 22—4-1:5 = —16 <0.
Odp. Réwnanie nie: ma pierwiastkow. u
Przyklad. Rozwigza¢ réwnanic

i x2+4x+4 =0
Rozwiazanie. Obliczamy 4 = 4*—4-1:4 =0. Nastepnic korzystamy z¢
g ‘wzoru (31.4).
| Odp. x = —2 (pierwiastek podwdjny).

Przyklad. Rozwigza¢ réwnanie
x*+5x+4=0

b Rozwiazanie. Obliczamy A=5-4:1:4=9>0. Nastqpme korzystamy z¢
r wzoréw (31.3). Poniewaz l/A V9 = +3, wigc
b . 504 sy AT Tl

xl = 2 = —4’ xz = 2 = -
Odp. Xy = —4, XZ- = —1.
Przyklad. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie

x2=2x+m—4=0

. a) ma dwa pierwiastki, b) ma jeden pierwiastek (podwojny), c) nie ma pierwiastkow? -
Rozwiazanie. Obliczamy wyréznik
A=(-22-4:1-(m=-4) =4—4m—4) = 20—4m = 45—m) .

] Réwnahie ma dwa pierwiastki gdy 4 > 0, czyli gdy m <C 5, ma jeden pierwiastek
| gdy 4 =0, czyli gdy m = 5, natomiast nie ma pierwiastkéw gdy 4 <0, czyli gdy
e m > 5.

Odp. ay m < 5, b) m =5, ¢c) m >i5.

| 9 Matematyka
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Uwaga. Jezeli 4 = 0, to pierwiastek podwéjny x, (31.4) réwnania (31.1) mozna
obliczy¢ zaréwno na podstawie pierwszego, jak i na podstawie drugiego ze wzoréw
(31.3). W zwiazku z tym wygodnie jest niekiedy mowic, ze réwnanie (31.1) ma
w przypadku 4 = 0dwa jednakowe pierwiastki: x, = x, i w tym sensie nie rozréznia¢
tego przypadku od przypadku gdy 4 > 0, w ktérym pierwiastki x; i x, sa rézne.

Przyklad*. Ulozy¢ réwnanie kwadratowe, ktérego pierwiastkami sg liczby x, i x,.

Rozwiazanie. Przypominamy sobie postaé iloczynowa tréjmianu kwadrato-
wego. Szukanym réwnaniem jest

a(x—x)(x—x;) =0 (31.5)
gdzie a oznacza dowolna liczbg rézna od 0. Istotnie, jest to réwnanie drugiego
stopnia ° ‘

ax*—a(x, +x,)x—ax;x, =0, 'a#0 (31.6)
a ponadto liczby x; i x, spelniaja to réwnanie, co jest bezposrednio widoczne z jego
postaci iloczynowej (31.5).
Odp. a(x—x,)(x—x,) = 0; a — dowolna liczba rézna od 0.
Przyklad. Rozwigza¢ réwnanie

x+1 N2 Ak 13

T i TSR] )]

Rozwiazanie. Pierwiastkéw réwnania (31.7) poszukujemy w zbiorze Z =
= R—{—1, 1, 2}, poniewaz poza tym zbiorem réwnos¢ (31.7) nie ma sensu. Zbior
Z jest tu dziedzing réwnania. Mnozymy réwnanie obustronnie przez (x—1)(x—2)
(x+1). Po wykonaniu latwych rachunkéw otrzymamy réwnanie kwadratowe

5x2—31x+30 = 0 i(31.8)

ktore jest rownowazne w zbiorze Z réwnaniu (31.7). Réwnanie (31.8) rozwigzujemy
6

w znany sposéb i dostajemy x; = 35 ix, =5. Poniewaz x; € Zi x, € Z, wiec znale-

zione liczby spelniaja réwnanie (31.7).
; 5
Odp. X = —5_, X2 = 5y

Przyklad. Rozwiazaé réwnanie

1 1 x2+1
T G B e i

Rozwiazanie. Dziedzina réwnania jest w tym przypadku zbiér Z = R— {—1, 1}.
Mnozymy rownanie obustronnie przez x*—1. Stad dostajemy réwnanie kwadra-
towe y

x2—-1=0 (31.10)
ktére jest rownowazne w zbiorze Z réwnaniu (31.9). Réwnanie (31.10) nie ma
pierwiastkéw w zbiorze Z (jego pierwiastkami sa liczby — 11 1, ktdre nie naleza do Z),
wigc réwnanie (31.9) takze nie ma pierwiastkow. 4
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Odp. Réwnanie nie ma pierwiastkow.
Przyklad*. Rozwigza¢ réwnanie
2a b*—a?

g S e gy QL1

. w ktorym x jest niewiadoma, za$ a i b s to parametry. Przeprowadzi¢ dyskusje
. ze wzgledu na a i b.

Rozwiazanie. Dziedzing réwnania jest zbiér Z = R— {a}. Mnozymy réwna-
. nie obustronnie przez (x—a)?. Po wykonaniu fatwych rachunkéw dostajemy réwna-
nie kwadratowe

—4ax+4a>-b*> =0 3L.12)

ktore jest réwnowazne w zbiorze Z réwnaniu (31.11). Rozwiazujemy réwnanie
(31.12), Wyréznik 4 = 4b*. Réwnanie ma dwa pierwiastki

X, =2a—|b|, x;=2a+|b| (31.13)

. gdy b # 0, natomiast jeden pierwiastek podwojny xo = 2a, gdy b = 0. Nalezy
. teraz wykluczyé te rozwiazania réwnania (31.12), ktére nie nalezq do zbioru Z,
czyli-nalezy wykluczyé pierwiastek réwny a.
Jezeli b # 0, to na podstawie wzoréw (31.13) mamy
x,=a<2a—|b|=asa=b
oraz
X, =a<2a+|b|=a<a= —|b

. Dlaa|b|lias# —|b|, czyli dla @* # b? réwnanie (31.12) ma dwa pierwiastki
' (31.13) réine od a4, a wigc takie, ktére sa pierwiastkami réwnania (31.11).
Jezeli a = |b|, to tylko drugi z pierwiastkéw (31.13) nalezy do zbioru Z, x, = 3a.
Jezeli zas a= —|b|, to tylko pierwszy z tych pierwiastkow nalezy do zbioru Z,
xi =34,

Jezeli b = 0, to réwnanie (31.12) ma pierwiastek podwdjny x, = 2a nalezacy do
zbioru Z wtedy i tylko wtedy, gdy 2a # a, czyli gdy a # 0.

Odp. Dwa pierwiastki: 2a—b i 2a+b, gdy b # 0 i a® # b?; jeden pierwiastek
3a gdy b # 0'i a®> = b?; jeden pierwiastek 2a gdy b = Oi a # 0; rowname nie ma
pierwiastkéw gdy a = b = 0.

, Uwaga: poniewaz |b| = b lub [b| = —b, wiec zbidr utworzony z liczb 2a— b’
i 2a+|b| jest réwny zbiorowi utworzonemu z liczb 2a—b i 2a+b.

Wzory Vidte’a. Niech 4 = b*—4ac > 0. Wiemy, ze réwnanie ax*+bx+c =0

ma w tym przypadku dwa pierwiastki (rézne albo jednakowe). Obliczmy ich sume .

i -iloczyn.
—-b—y4 i —b+VA L
2a il

—b=VA  -b+¥Y4 _ (- 1;)2—(1/_)z b2 — (b2 —4ac)

2a 2a 4q? 4a*

X +x; =

Ay c
XptXy = = —
a
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Ostatecznie

b c
x1+x2= —';, xl'xz——"; (31-14)
Wzory Viéte’a
Jezeli 4 = 0, to wzory (31.14) przyjmuja postaé
: b ¢
2.\'°= gt ;, \"2)=7 (3115)

. Przyklad. Ulozy¢ réwnanic kwadratowe, ktérego suma pierwiastkow réwna
jest 5, a iloczyn réwny jest 4.

Rozwiazanie. Na podstawie wzoréw Viéte’a mamy
b : ; c !
——a-=5 czyli b=-5a i 7=4 czyli c=4a

Odp. ax?>—5ax+4a = 0, a — dowolna liczba rézna od 0.
Przyklad. Obliczy¢ sume kwadratéw pierwiastkéw roéwnania ax?+bx+c = 0.
Rozwiazanie. Jezeli 4 > 0, to

- 2 -
XT+x3 = (X, 4+x,)2=2x, x, = (— %) -2 % = i—‘zqui
2

Odp. ETM

Przyklad*. Utozyé réwnanie kwadratowe, ktérego pierwiastkami sa odwrotnosci
pierwiastkéw réwnania ax?+bx+c =0, a #0, ¢ # 0. ‘

Rozwigzanie. Oznaczmy przez z, i z, pierwiastki réwnania, ktére mamy
utozy¢, natomiast x; i x, oznaczaé beda pierwiastki réwnania ax?+bx+c = 0.
Z warunkéw zadania mamy

b
PPN SOC, od CR
1 X2 X1°X el ¢
. (31.16)
1 1 i a
b i8ae B LR

Szukane réwnanie piszemy w postaci (x—z;)(x—2,) = 0, czyli x2—(z,42,)x+
+2; -z, = 0. Korzystajac z obliczefi (31.16) mamy wiec

xt— (— %)x+ % =0, czyli ex?+bx+a=0

Odp. cx2+bx+a = 0.
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 Roéwnanie kwadratowe mezupelne, jest to réwnanie kazdej z nastepujacych trzech
postaci -

‘ AP e =0 R AROS TE @1.17)
ATl (@#0,b=0, c=0) (31.18)
ax*>+bx =0, (a=£0,'57:0; o =10) (31.19)

Réwnania (31.17)—(31.19) latwo jest rozwigza¢ bezposrednio, nie korzystajac ze
wzoréw na pierwiastki réwnania kwadratowego, a mianowicie:

- Réwnanie ax2+¢ = 0 nie ma pierwiastkow, gdy a i ¢ sa jednakowych zna-
. kdéw, natomiast ma dwa rozne pierwiastki

gdy a i c sg réznych znakéw, poniewaz wéwczas
Y
ax’+c=0¢x’+—c-=0¢-x2—(l/ —i) =0<
a a
<>(x+ ——C-)(x— —-c—)=0¢»
l/ a l/ a
=-1/ - 2) < )l
< |lx= - - =) vix= - —
a a

Réwnanie ax? = 0 ma jeden pierwiastek (podwdjny) xo = 0.
Réwnadnie ax?+bx = 0 ma dwa rdzne pierwiastki

x1 =0, x3=——

poniewaz

' Przyklady
; x*+3 =0, réwnanie nic ma pierwiastkow
*—9=0, x*-3=0, x,=-V3, x=)3
N Ox = 0, ) x ok 6) =0 ey a0 e NG

Rownanie dwukwadratowe ax*+bx?+¢ = 0, sprowadza sie do réwnania kwa-
dratowego za pomoca podstawiania z = x2.

Przyklad. Rozwiazaé réwnanie s
x*—5x24+4 =0 (31.20)

Rozwigzanie. Podstawiamy x2 =z, zatem z2—5:44 =0, skad z, = I,

z, = 4. Rownanie (31.20) jest wigc rownowazne alternatywxe dwoch rownan kwad-
ratowych mezupelnych

x?=1 lub x?=4

Odp, x;'= —1, 0, = 1 %3 '= =2/ ix = 2,
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Przyklad. Rozwiaza¢ réwnanie
Mibwiel n (31.21)

L}

Rozwiazanie. Podstawiajac x? = z dostajemy z>+z—2 =0. Stad z, =~ |

z, = —2. Z tych dwdch liczb tylko pierwsza moze by¢ kwadratem i mnej liczby,
Réwnanie (31.21) jest wigc rownowazne réwnaniu kwadratowemu x2 = 1,

Odp. Xy = —,, X2 = 6

Pytania i zadania

ek

. Oméwié rozwiazywanie réwnar kwadratowych ;

2. Co to sa réwnania kwadratowe mezupelne? Oméwié rozwiazanie tego rodzaju
réwnarn.

3. Co to jest réwnanie dwukwadratoue i jak si¢ je rozwiazuje?

4. Poda¢ wzory Viéte'a.

8, Rozwiazaé réwnania

a) 1262 +7x =0, b) x*—49=0, o) x+1=0, d) X+x+1=0,

e) x2+2x+1 =0, f)x*+3x+1=0, g) x2+7x+10 =0,

h) x2—135x+4050 = 0, i) 6x>—23x+21 =0, j) x24+2x+6 = 0.

Wskazéwka do h): podstawi¢ x = 45z.
6. Rozwigzaé réwnania

1 2 2 3 3
e il L e o e e
A A x+8_ & 24
©) (5x+2)? = 16x2, d) e 2 Sare
o 2x o 2x g f) x+5 x-5 __&
e S0 ol o

2x45 25 _ 10
AP N P G T

7. Rozwigzaé réwnania

f X8 x+a  x—a _a(3x+2a)
i TP i v +, Wi R at
2x X b a  x—a
e e ey e e 5 Xia 2% 4 % 0

8*. Rozwigzaé rownania :
7 9x2+x+2 _ 5-3x 10-4x
)2x— 6x2—6 | [ xTFl . 3x£3"
1 4 x2+10x 4x2+21

by PP ixl x+l . el X taaxhl %
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9*, Rozwiazaé rownania

a+b 1 b+1 2x 12x2 | h—x
2 2a—a.\'+2—x+ Al ONER2 b).x—b + b2=x* ' x+tb’
et SR | 1 X 2a 8a?
g W b= 1 ®oad i xra b

10. Znalez¢é réwnanie kwadratowe x%+px+q =0, ktorego pierwiastkami sa
liczby

L b v esed d)a,%(a;éO).

11. Dla jakiej wartosci parametru k réwnanie
(k+2)x*>+6kx+4k—1 =0

ma pierwiastek podwdjny?
12*. Suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania x?>—8x+¢g = 0 réwna jest 34.
ZnaleZ¢ te pierwiastki. »
13*, Rozwigzaé réwnanie x?+px+45 = 0 wiedzac, ze kwadrat réznicy jego
pierwiastkéw réwny jest 144. '
14. Wykazaé, ze réwnanie
a? b?

—;+x—l .

ma rozwiazanie, gdy a*+b% > 0.
15*. Ulozyé réwnanie kwadratowe, ktérego suma kwadratéw pierwiastkéw

réwna jest 5, za§ suma odwrotnosci pierwiastkow wynosi 5 .

16*. Obliczyé sum¢ kwadratéw pierwiastkéw réwnania x*+px+gq = 0.
17*. Ulozyé réwnanie kwadratowe, ktorego pierwiastkami sa szesciany pierwiast-
kéw réwnania ax?+bx+c = 0.
18*. ZnaleZ¢ taka warto$¢ parametru a, dla ktérej suma kwadratéw pierwiast-
kéw réwnania x2—ax+a—1 = 0 jest najmniejsza.
~ 19, Rozwigzaé réwnania dwukwadratowe

a) x*—41x2+400 =0, b) 4x*—-25x*+6 =0, c) x*+5x2+4 =0,
d) x*—35x2-36 =0, e) x*+2x*+1 =0, f) x*—2x2+1=0.

20*. Udowodnié, ze'jeli x4, x5, x5 i x4 sa pierwiastkami réwnania dwukwadra-
towego ax*+bx2+c =0, to

X1+x3+X3+x4 =0

b
X1 X2+X) X3+X1 Xg+ X2 X3+ X Xg+X3 X4 = e
~ X1X2X3+X1X2X4+X1X3Xq +X3X3X4 = 0
X1 X3 X3 X s
1%2 iy
3 X4 p

21. Utlozy¢ réwnanie dwukwadratowe, jezeli znane sa dwa jego pierwiastki: 3 i 4.
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32. Zastosowanie réwnan kwadratowych

f ;
Podamy teraz przyklady zagadnien, ktérych rezwiazanie wiedzie poprzez réwna-
nia kwadratowe.

Przyklad?). Skoczek spadochronowy wyskakuje z samolotu. Dopiero po pewnym
czasie otwiera spadochron, przez co jego predko$¢ zmniejsza si¢ o polowe (zakladamy
Ze hamowanie odbywa si¢ momentalnie). Odtad leci ruchem jednostajnym i laduje
po 20 sekundach. Ile czasu trwat caly lot, jezeli skoczek przelecial tacznie 1000 m?

Rozwigzanie. Oznaczamy przez t wyrazony w sekundach czas lotu skoczka
do chwili otwarcia spadochronu

do chwili otwarcia spadochronu 8t
skoczek przeleciat 2

od chwili otwarcia spadochronu do
chwili ladowania skoczek przelecial 2

Z warunkdéw zadania

I ,
£ +£-20 = 1000

Przyjmujac g = 10 m/s? i dziélqc obustronnie przez 5, otrzymamy réwnanie kwadra-
towe 1

\

t2420r-200 = 0

Réwnanie to ma dwa pierwiastki: #; = 10(1/3—1), t, = —10(¥/3+1), z ktérych
tylko pierwszy odpowiada fizycznej treéci zadania. Laczny czas lotu skoczka wy-
nosi wiec ¢, +20s, czyli 10 (l/3+1) S.

Odp. Caly lot trwat 10 (l/§‘+ 1) s (w przyblizeniu 27,3 s).

Przyklad*. 120 g wody zmieszano z pewna iloscia kwasu solnego, stanowiaca
x%, danej ilo$ci wody. Do otrzymanej mieszaniny dolano znéw pewna ilo$¢ kwasu
solnego, stanowiaca x7, tej mieszaniny. Wreszcie dolano 27,2 g wody. W ten spo-
s6b otrzymano 40%; roztwor kwasu solnego. Obliczy¢ x.

Rozwiazanie. Mieszanina zawiera

120412045 0y (120+120-._’5.)- eI

100 100) 100
w tym
o by
120 =5+ (120“20'?0“6) g

kwasu solnego. Poniewaz otrzymano roztwdr 409, wiec stosunek masy kwasu

7 15 = 1 sekuanda (cznaczenie w ukladzie 'SI).
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: . 40 i
solnego zawartego w roztworze do masy calego roztworu wynosi Joy czyli 5
Stad
1,2:x4+12(14+001')x 2

1472+12x+1,21+00Ixx 5 -
Po wykonaniu latwych lecz zmudnych rachunkéw dostajemy

10,0362 +7,2x—294,4 = 0

Obliczamy wyréznik 4 = 94,2336; stad I/Z a2 9,71. Rownanie ma tylko jeden
dodatni pierwiastek x ~ 34,7, ktéry odpowiada fizycziej tresci zadania.

Odp x ~ 34,7

Przyklad®. Przy obracaniu si¢ dwoch két polaczonych pasem napgdowym jedno
wykonuje o 400 obrotéw na minut¢ mniej niz drugie, poniewaz na wykonanie
pieciu obrotéw potrzebuje o jedna sekundg wigcej niz drugie. Ile obrotéw na minute
wykonuje kazde kolo?

- Rozwiazanie. Niech x oznacza liczb¢ obr/min pierwszego kota; drugie obra-
ca si¢ wiec (400+x) razy na minuteg.

<

Na wykonanie jednego obrotu

pierwsze kolo potrzebuje X
na wykonanie jednego obrotu 60 .
drugie kolo potrzebuje x+400

Na wykonanie pigciu obrotow pierwsze kolo potrzebuje wigc

-:%0- s, adrugie

S

300
of x+400
Z warunku zadania mamy

300 300
® ¥awew0 "

Otrzymane réwnanie jest réwnowazne w zbiorze Z = R— {0, —400} réwnaniu
kwadratowemu, ktére rozwiazujemy w znany sposéb i dostajemy x, = —600,
x; = 200. Tylko drugi z tych pierwiastkéw odpowiada fizycznej tresci zadania.

Odp. Pierwsze kolo wykonuje 200 obr/min, a drugie 600 obr/min.

f’rzyklad‘. W turnieju szachowym kazdy z zawodnikéw rozegrat po dwie partie
z kazdym z pozostalych zawodnikéw. W ten sposéb rozegrano ogdélem 182 partie.
Ilu bylo zawodnikow?

Rozwiazanie. Oznaczmy przez x liczbg¢ zawodnikéw bioracych udziat w turnieju.

] A / i 1
Kazdy z nich rozegral 2(x— 1) partii, wigc wszyscy lacznie rozegrali 2-(x— l)-x-—2—
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partii, poniewaz szachy sa gra dwuosobowa. Stad x(x—1) = 182, czyli x2—x—182 =
= 0, wiec x; = —13, x, = 14. Tylko druga z tych liczb odpowiada tresci zadaunia.

QOdp. 14.

Przyklad*. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 10, Jezeli tg liczbg pomnozymy
przez inng liczbe 6 tych samych cyfrach.napisanych w przeciwnym porzadku, to
otrzymamy 2701. Co to za liczba?

Rozwiazanie. Oznaczmy pierwsza z szukanych cyfr przez x; druga jest wigc
réwna 10—x, czyli liczbami o ktérych mowa w zadaniu s3

10-x+(10—x) oraz 10:(10—x)+x

Poniewaz iloczynem tych liczb jest 2701, wigc mnozac je i przyréwnujgc do 2701
dostajemy réwnanie
1701

’——le+ '—'8—1-'—

=0

Stad x; =3, x, = T7.
Odp. 37 albo 73.

Przyklad*. £6dka motorowa przebyla w ciagu 8 h 20 min 80 km z pradem rzeki
i taka sama droge pod prad. Jaka jest predko$¢ pradu, jezeli predko$¢ wlasna
t6dki wynosi 20 km/h ?

Rozwiazanie. Niech x oznacza predkos¢ pradu w km/h

czas jazdy z pradem wynosi o
Jazdy z prg y 0+

y 80
d i =
. czas jazdy pod prad wynosi T h

1
Poniewaz laczny czas jazdy wynosi 8'—-3— h, wiec

A L
20+x @ 20-x 3 .
skad 5x2 = 80, czyli x = 4 (pierwiastek ujemny odrzucamy).

Odp. 4 km/h.

Rownania pierwiastkowe. Podamy teraz przyklady zastosowania rdéwnan
\kwadratowych do rozwiazywania tzw. rdwnari pierwiastkowych, w ktdrych nie-
wiadoma znajduje si¢ pod znakiem pierwiastka. ]

Przyklad. Rozwiaza¢ réwnanie
’

x+Y/10x+6 =9 (32.1)
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Rozwigzanie (analiza starozytnych).

x+)/10x+6 =9 = }/10x+6 = 9—x =
= 10x+6 = (9—x)* =
=>x2-28x+75=0= A
=l — Sywi(ac=.25)]

Sprawdzenie pierwiastka 3: 3+7710-3+6 = 3+6 = 9, wi¢ec liczba 3 spelnia
réwnanie (32.1).

Sprawdzenie pierwiastka 25: 25+71/10-25+46 = 25+16 = 41 # 9, wigc liczba
25 nie spelnia réwnania (32.1).

QOdp. 3.
Przyklad*. Rozwiaza¢ réwnanie
1
it = e 32.2
14 Vx " (322
Rozwigzanie. Dwa razy podnosimy obustronnie do kwadratu
yil=— —Vx= T:l x=2)x l —Xx+x = %:’
= '/_ l’ T =
=x(1-x) ——1—=»x2—x+ dia 0
sal o

‘Otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki

=

s
0| =
o
=

~N

I
N|r—-
&

Sprawdzenie x;:

- ;’F;(l/mv?—. 67—21/?)='

2V3 Lok AT O R 0
2/_(1+1/" 4/"+1)_—:

wi¢c x; spelnia réwnanie (32.2).
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Sprawdzenie X;:
e B I
PiemmynEl e R G e mos

wiec x, nie spehia réwnania (32.2).

il 5
e 7‘4-
Przyklad*. Rozwiaza¢ réwnanie

Vatrx+Va—x =x (32.3)

gdzie a jest dana liczha dodatnia.
Rozwiazanie. Dwa razy podnosimy obustronnie do kwadratu
Va+tx+Va—x = x =a+x+2ya+x -Ya—x+a—x=x*=

=>2Va+x Ya—x =x*~2a=

= x*—4(@-1)x*=0
Otrzymane réwnanie ma pierwiastek x = 0, a ponadto dwa pierwiastki

xy = —2Va=1, x,=2ya—-1 (32.4)

gdy a > 1.

Sprawdzenie. Liczba 0 nie spelnia réwnania (32.3) dla zadnego dodatniego a.
Pierwszy z pierwiastkéw (32.4) takze nie spelnia réwnania (32.3), poniewaz dla
a = 1 jest réwny 0, za$ dla a > 1 jest ujemny, podczas gdy lewa strona réwnania
(32.3) jest nieujemna. Pozostal do sprawdzenia pierwiastek x,. Mamy

VAT 5w Varavict = Yad-1isya-T a1 =
Va1 +1 = Ya=1+1

oraz

Ya-x; =1/a—1—'21/a—1+1 = V(Vﬁ—l)‘2 = |ya=1-1|
Podstawiajac x, do répvnahia (32.3) dostajemy wigc rownos¢é
Va=1+1+|ya=1-1|=2ya-1

ktora jest prawdiiwa wtedy i tylko wtedy, gdy [Va—1—1| = l/a—l—— 1, czyli gdy
a =2

Odp. 2V/a—l, gdy a > 2; nie ma pierwiastkow dla a << 2.
Przyklad*. Rozwiazaé uklad réwnan

V5-3x+x2 4+ J5-3y+y>=6

(32.5)
x+y=3

140



Rozwigzanie. Wyznaczamy z drugiego réwnania y = 3—x i podstawiamy do
‘pierwszego réwnania, a nastgpnie obustronnie dzielimy przez 2; stad

- V5-3x+x*=3
Podnosimy obustronnie do kwadratu i dostajemy réwnanie kwadratowe x—3x—
—4 = 0, ktérego pierwiastkami sa liczby x; = —1, x, = 4. Nastepnie obliczamy

y;=3—x, =4iy, = 3—x, = —1. Otrzymali§my dwie pary liczb (—1, 4)i (4, —1),
z ktérych kazda speilnia uklad (32.5), co sprawdzamy latwym rachunkiem.

Odp. (-1, 4), @4, -1).
Uwaga. Piszac (—1, 4) mamy na mySli, ze x = —1, y = 4, itp.

Pytania i zadania

1. Obwdd prostokata wynosi 160 cm 2 jego pole 1500 cm?. Obliczyé diugosci
bokow.

2. Ile bokéw ma wielokat wypukly, jezeli liczba jego przekatnych jest o 12
wigksza od liczby jego bokow? 7

3*. Suma kwadratow trzech kolejnych nieparzystych liczb naturalnych réwna
jest 371. Znalez¢ te liczby.

4. Dwa autobusy wyruszyly jednocze$nie z miejscowoséci 4 do miejscowosci B;
odlegtoé¢ migdzy tymi miejscowosciami wynosi 36 km. Pierwszy autobus
przybyl do miejscowosci B o 20 min wczesniej, poniewaz jechal z predkoscia
wieksza o 9 km/h. Obliczy¢ predkosci obu autobuséw.

5. Licznik ulamka jest o 3 mniejszy od mianownika. Jezeli do tego ulamka
dodamy jego odwrotno$¢, to otrzymamy 2,9. Znalezé ten ulamek.

6*. Odglos upadajacego na dno studni kamienia ustyszano w 4 s ou
chwili swobodnego puszczenia go. Obliczy¢ glebokosé studni przyj-
mujac predkosé glosu 330 m/s i przyspieszenie ziemskie 10 m/s2.

7. Jedna z dwdch sit przytozonych w pewnym punkcie i tworzacych ze sobg
kat prosty jest o 2 kG wigksza od drugiej, za$ ich wypadkowa wynosi 10kG.
Obliczy¢ te sily.

8*. Dwaj robotnicy, z ktorych drugi rozpoczal prace péitora dnia pdzniej od
pierwszego, wykonali pewna prace w ciagu 7 dni, liczac od chwili rozpoczecia
pracy przez pierwszego robotnika. Drugi robotnik pracujac sam moze wy-
konac¢ te prace w czasie o 3 dni krotszym niz pierwszy. W ciagu jakiego czasu
kazdy z robotnikéw moze wykonac t¢ prace?

9. Rozwiaza¢ réwnanie

a) Yo5x+10=8—x, b)Y36+x=2+Vx ©) Vx+5+V2x+8=1.
10*. Rozwigzaé¢ réwnanie

a) x—15=)9+8x—x2, b)3—yYx—1=)3x-2,

O Vex+a-Y8x—4=2, d)y2+x=y2-x.
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11*. Rozwigzaé réwnanie

a) Yatx+Va—x=V2a, b)Va—x+Vb—x=Va+tb-

2
€) x+ya*+x? = e

1/a’+x2

12*, Rozwiazaé ukiad réwnan

przy czym zamiast nieréwno$ci mocnych (ostrych), moga by¢ takze nieréwnosci

2x—2y =1
Vrri4)ys5=5

\

33. Nieréwnosci kwadratowe

2x,

Definicja. Nierownosé kwadratowa (drugiego stopnia) jest to nieréwno$¢

ax?>+bx+c <0 lub ax*+bx+c >0, (a+#0)

stabe (nieostre).

Nieréwnoéci kwadratowe wygpdnie jest rozwiazywaé korzystajac z wykresow
ilustrujacych zmienno$¢é tréjmianu kwadratowego (rys. 29-4, str. 122). Z tych wykre-
s6w (nalezy je pamigtaé), mozna po prostu odczytaé rozwigzanie kazdej nieréwnosci

kwadratowe;j.
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Przyklady (korzystamy z rys. 29-4).

x242x—-35>0; a=1>0, 4=144>0, x5 = -7,

Odp. (x< =7) v (x>5).
8y b6 >0 a=l=0, 4 =0 x5=id
Odp. x<4) v (x>4).

6x2+x—1<0; a=6>0, 4=25>0, x1=—%,
1 1
Odp _7<X<T.
x2+2x+5<0; =1>0, 4= -16<0,

Odp. Nieréwno$¢ jest sprzeczna.

-3x*+x-5<0; a=-3<0, 4=-59<0.

Odp. Nieréwnos¢ jest tozsamosciowa.
X2ESXx6 =0 a=1>0"1=49 >0, x;, ={-6,
Odp. x< —6) v (x=1).
X0 2xa =m0 ia=1= 0,1 4 =0,
Odp. x = - 1.

x; = 3.
1
XZ—“3—.
X2 = 1.
X ~ =



Zastosowanie nieréwnosci kwadratowych. Zajmiemy si¢ obecnie zastosowaniem
wiadomodci o nieréwnosciach kwadratowych do rozwiazywania réznego rodzaju
zadan.

Przyklad. Rozwigzaé nieréwno$é

|

1

g e iy )

Rozwigzanie. Nieréwno$é (33.1) jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy
tréjmian w mianowniku jest ujemny, x?+5x+4 <0, co ma miejsce jedynie dla
xe(~4; -.-l).

Odp. -4<x< —1.

Przyklad. Rozwigzaé¢ nieréwnosé

x+5
4—x

<0 (332)

Rozwiazanie. Iloraz dwéch liczb jest ujemny wtedy i tylko wtedy, gdy te
liczby sa réznych znakdw, a wigc wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest ujemny.
Nieréwno$¢ (33.2) jest wigc réwnowazna nieréwnosci (x+5)4—x) <0, czyli
(x+5)(x—4) > 0. Otrzymaliémy nieréwno§¢ kwadratowa: a =1>0, x; = —35,
x, = 4, ktéra rozwigzujemy w znany spos6b

Odp. '(x < =5) v (x > 4).

U w a g a. Nieréwnosci ulamkowe, do ktérych nalezy nieréwnosé (33.2).
rozwigzywaliSmy juz w p. 25 rozdz. IV (str. 97) inng metoda.

Przyklad. Rozwiazaé nieréwnoéé

s N (33.3)

Rozwigzanie

2x—1 >0@[(2}:—1 =0) % (2x-—1 >0)]<>
x+3

cF.((x ¢ _;_) v [Q¥~1) (x+3) > 01) -

. é[(x=—;—) vix< =3 v (x >%)]

Odp.x< -3 lubx;—;—.

Uwaga. Nieréwno$é (33.3) nie jest réwnowazna nieréwnosci 2x=1)(x+3) >0,

‘poniewaz ta ostatnia jest spelniona dla x = —3, natomiast liczba —3 nie spelnia
nieréwnosci (33.3).
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Przyklad*. Rozwigzaé¢ uklad nieréwnosci

x2—3x+1

ahies
. - WU S ot (33.9)

Rozwiazanie. Przeksztalcamy pierwsza z nieréwnosci (33.4)

x2—-3x+1 " x?2-3x+1 2—-3x
>1< ~1>0 <«

¥ po éis i

Mamy nastQpni;:
2—3x 2-3x >0 2-3x <0
—3 > 0 s lub
x*—1 x*—1>0 x?—1 <0
Otrzymali§my alternatywe dwéch ukladéw nieréwnosci, ktére kolejno rozwiazu-
jemy:

ol (x<£)/\ (xf = 1)] @ x< ~1
x2—-1>0 3

oraz

2—3x<0¢ (x>1)/\(x2<1) ¢>£<x<l
x2-1<0 3 3

Na rys. 33-1 przedstawiona jest interpretacja geometryczna rozwiazania tej
alternatywy dwoéch ukladéw nieréwnosci: jest ona spelniona wtedy i tylko wtedy,

Rys. 33-1
gdy x << —1 lub %< x < 1. Ten sam zbidr liczb stanowi wigc zbidr rozwigzan

pierwszej z nieréwnosci (33.4). Druga z tych nieréwnosci jest spetniona wtedy i tylko
wtedy, gdy —2 < x < 2. Zbiorem rozwiazan ukfadu (33.4) jest iloczyn zbioréw

[(—00; —~1) U(%; l)]n (=25
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czyli zbidr
o U(%; 1) 3.9

Odp. Zbiér (33.5).

Rys. 33-2 ilustruje na przykladzie ukladu (33.4) znajdowanie zbioru rozwigzan
koniunkcji nieréwnoéci, gdy znane sa zbiory rozwigzan kaidej nieréwno$ci od-
dzielnie.

2_
| X x'=3x+! >1 (ﬂ)

1
SR S i
oA s et
o 0 ;—, Koniunkcja (a)A(b)
Rys. 33-2

Przyklad*. Dla jakich wartosci parametru m rozwigzanie ukladu
2 Aot -
{2x+8(m +)y=35 (33.6)
x+5mry=2
spetnia warunki: x >01i y > 07?
Rozwiazanie. Rozwiazujac uklad w znany sposéb dostajemy

16—9m? 1

*=3@-my’ 7T TG

Poniewaz y > 0 wtedy i tylko wtedy gdy 4—m? >0, za§ x> 0 wtedy i tylko
wtedy gdy 4—m? jest tego samego znaku co 16—9m?, wigc

(x> 0) A (y > 0)] < [(4—m? > 0) A (16—9m? > 0)] <>

< m? <lti <« —i<m<i
9 3 3
4.1 d
Odp: [ ——; =}
dp ( 35 3)
- Przyklad*. Dla jakich wartoéci parametru m rownanie
(m+1)x?—4mx+m+1 =0 (33.7)

ma dwa rézne pierwiastki dodatnie?
Rozwiazanie. Réwnanie (33.7) ma dwa réine pierwiastki dodatnie x;,%,
wtedy i tylko wtedy, gdy ;
WL O B e e O R S _ (33.8)
Mamy tu 4 = (—4m)*—4-(m+1)* = 43m*—-2m—1), xy-x, =1 (wartoéé
m = —1 wykluczyliémy, poniewaz réwnanie ma wowczas jeden pierwiastek 0)

10 Matematyka
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oraz x;+x, = _+T Uklad wamnkéw (33.8) jest wiec réwnowazny uktadowi

dwdéch nieréwnoéci
[ 3m*~2m—1>0
[ m(m+1) >0
; 1 /
Pierwsza z nich jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy m < — 3 lub m > 1, na-
tomiast druga — gdy m << —1 lub m > 0.
0Odp. (—o0; —1) U(l; +o0).
Przyklad*. Dla jakich wartoSci parametru m liczba 5 lezy migdzy pierwiastkami
réwnania
x?+4mx+3m* = 0 (33.9)
Rozwiazanie. Poniewaz wykres tréjmianu y = x2+4mx+3m? jest zwrécony
wierzchotkiem w dél, wigc liczba 5 lezy miedzy pierwiastkami réwnania (33.9)
wtedy i tylko wtedy, gdy tréjmian przyjmuje dla niej warto$¢ ujemna: 52 +4m-5+
+3m? < 0. Otrzymaliémy zatem nieréwnoéé kwadratowa 3m?+20m+25 < 0,
ktéra rozwigzujemy w znany sposéb.

Odp. —5<m<—%.

Przyklad*. Udowodnié, ze réwnanie
x*4px+qg=0 (33.10)

ma dwa rézne pierwiastki wigksze od liczby a wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa
nastgpujace trzy warunki
p*—49>0, p+2a<0, g+ap+a®>0 (33.11)
Rozwiazanie. Réwnanie (33.10) ma dwa réine pierwiastki wtedy i tylko
wtedy, gdy jego wyréznik jest dodatni, czyli gdy speniony jest pierwszy z warunkéw
(33.11). Na to, zeby te pierwiastki x, i x, byly wigksze od liczby a potrzeba i wystar-
czy, zeby x;—a > 01 x,—a > 0, czyli

. (x1—a)+(x,—a) >0 i (x;~a)(x,—a) >0
Stad
- X +x,—2a>01 x;x,—a(x,+x,)+a> >0 - (33.12)
Poniewaz na podstawie wzoréw Viéte’a mamy x,+x, = —p oraz x,-x, = ¢,

wiec warunki (33.12) maja postaé
p+2a<0i q+ap+a2 > 0, cnd.

Uwaga. Warunki (33.11) mozna interpretowaé geometrycznie na podstawie
znajomosci wykreséw tréjmianu kwadratowego. Lewa strona réwnania (33.10) jest
tréjmianem kwadratowym, ktdrego wykres jest zwrcony wierzchotkiem w dot
Warunek p?—4q > 0 oznacza, Zze parabola przecina o§ OX' w dwéch réznych
nunktach x; i x,. Warunek g+ap+a® > 0 oznacza, ze punkt a lezy na zewnatrz
odcinka o koricach x, i x,. Wreszcie warunek p+2a < 0 oznacza, ze odcieta wierz-
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chotka paraboli jest wicksza od a. Te trzy warunki lacznie sa konieczne i wystarcza-
jace do tego, zeby punkt a lezat na osi OX po lewej stronie odcinka laczacego punkty
x, i x, — zgodnie z treécia zadania. Rys. 33-3 ilustruje t¢ interpretacje.

1 y

—a%+patq %
| y=x+px+q
|
! sl
! N\ 2 X2 X
a0 T

:
Rys. 33-3

Przyklad®. Dla jakich wartoéci parametrow p i g réwnanie

x*+px+q=0 . (33.13)

ma dwa rézne pierwiastki wigksze od liczby a, natomiast mniejsze od liczby b,
(a < b)?

Rozwiazanie. Na to, zeby réwnanie (33.13) mialo dwa rézne pierwiastki

potrzeba i wystarcza, zeby

—4g>0 (33.14)

Pierwiastki te beda wieksze od liczby a wtedy i tylko wtedy, gdy

p+2a<0i g+ap+a®>>0 (33.15)

(por. (33.11)), beda natomiast mniejsze od liczby b wtedy i tylko wtedy, gdy

10*

3. Rozwigzaé nieréwnosci

p+2b>01iqg+bp+b*>0 (33.16)

Odp. Koniunkcja warunkéw: (33.14), (33.15) i (33.16).

Pytania i zadania

1. Oméwié rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych za pomoca wykresow od-

powiednich funkcji kwadratowych.

2. Rozwiaza¢ nieréwnosci

a) x24+2x-3<0, b) —x*+2x-2>0, ¢) x*+x+5>0,
d) —x24+x=5>0, e) x>+4x <0, f) x**-9>0.

331 1 1 3 1
A e ity .
a) R i | =000 D) 3 SR L) 3 =3 id) = >27

4*. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie

x2+(2m+6)x+4m+12 =0
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' a) ma dwa rézne pierwiastki, b) ma jeden pierwiastek podwojny, €) nie
ma pierwiastkéw, d) ma dwa pierwiastki wicksze od —1?
5*, Dla jakich wartoéci parametru m pierwiastki x, i x, réwnania

mx m+1

i =x+1

spelniaja warunek x_ll + x_lz =m+1?

6*. Dla jakich wartoéci parametru m ulamek
x2—mx+1
x2+x+1
jest wigkszy od —3 przy wszelkich warto$ciach rzeczywistych zmlennej x?
7*. Dla jakich wartoéci parametru a réwnanie
b MO 1

— =g D
a X ax

ma dwa pierwiastki spelniajace nier6wno$é
Xt gy
X1 Xz
8*. Dla jakich wartosci a wszystkie rozwigzania ukladu réwnan
x+ay =3
ax+4y =6
spelniaja nieréwnoéci: x >11iy > 0?
9*. Dla jakich wartoci x spelniona jest nieréwno$¢

14 10 )
—5x+46 ™ 2—-x e

10*. Dla jakich wartoéci a uklad nieréwnosci.

x2+ax—2
A DR )
e x?—x+1 o

jest spelniony dla wszelkich wartosci x?

34. Uklad dwoch réwnan pierwszego lub drugiego stopnia
z dwiema niewiadomymi

W p. 26 rozdz. IV méwiliSmy o réwnaniu z dwiema niewiadomymi x i y, jego
rozwigzaniu i wykresie — stanowiacym obraz geometryczny zbioru rozwiazan.
Wiemy, ze wykresem réwnania pierwszego stopnia

axr+by+4c=0, (a0 lub b=+0) (34.1)

jest linia prosta.
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Réwnanie drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y jest to réwnanie
Ax?+ Bxy+Cy*+ Dx+Ey+F =0 (34.2)
przy czym co najmniej jeden z trzech wspolczynnikéw: 4, Bi C, jest rézny od zera.
Zbiér rozwigzan réwnania (34.2) moze byé pusty — tak jest np. w przypadku
réwnania x* +y%+1 = 0, moze by¢ jednoelementowy — np. réwnanie X2 4(y—3) =
= 0 jest spetnione tylko przez jedna parg liczb: (0, 3), wreszcie moze to byé zbidr
nieskoriczony. W tym ostatnim przypadku wykresem réwnania (34.2) moze by¢
pewna krzywa; np. wykresem réwnania x2+ 16x—y—7 = 0, ktére jest réwnowazne
réwnaniu y = x*416x—7, jest parabola, za$ wykresem réwnania xy—2 = 0 jest
hiperbola (por. rys. 22-4 na str. 75).
Wykresem réwnania x2+y? = r?, (r > 0), jest okrqg o $rodku w poczatku uktadu
i 0 promieniu r, poniewaz na podstawie twierdzenia Pitagorasa lewa strona tego réw-
nania przedstawia kwadrat odleglosci punktu M(x, y) od poczatku uktadu — rys. 34-1.

)4
Okrgg' | ximyiert

Al
0 e
)
M(Xry/
OM=r
0A=|x| A +AM?=0m*
AM=(y|
Rys. 34-1
Badaniem linii bedacych wykresami réwnania (34.2), zajmuje si¢ geometria

analityczna. ‘

Zajmiemy si¢ teraz ukladami dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi w przy-
padku, gdy kazde z nich jest pierwszego lub drugiegp stopnia. Kazda parg liczb,
ktéra jest jednoczesnie rozwigzaniem obu réwnan ukladu, nazywamy rozwiqzaniem

tego ukladu. Rozwiazaé uklad réwnari — znaczy to znalezé wszystkie rozwigzania

tego ukladu albo wykazaé, ze zbidr rozwiazan jest pusty. Uklad réwnan moze nie
mieé rozwiazan (uktad sprzeczny), moze mie¢ skonczenie wiele — albo nieskorniczenie
wiele rozwiazan.

Rozwiazujac uklad réwnan stosujemy zazwyczaj metode atfalizy starozytnych.
Staramy sie-przy tym tak wnioskowaé, zeby otrzymac jedno réwnanie z jedna nie-
wiadoma. W ten sposéb dokonujemy eliminacji jednej niewiadomej i sprowadzamy
rozwiazanie ukladu réwnand do rozwiazywania jednego tylko réwnania. Jezeli
w wyniku eliminacji otrzymamy réwnanie, ktore nie ma rozwiazan, to uklad
rownan takze nie ma rozwiazan. Inne szczegély dotyczace ukladéw réwnan
podamy w przykladach.

Przyklad. Rozwiazaé uklad réwnan

{ Arme (34.3)
x+y=3 .
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Rozwigzanie. Z drugiego rownania wyznaczamy y = 3—x i pod-
stawiamy do pierwszego; stad dotajemy x®—3x+2 = 0, wiec x; = 1, 1, =
= 2. Nastepnie obliczamy y; = 3—x; =2 i y, = 3—x, = 1. Otrzymalismy
dwie pary liczb: (1, 2) i (2, 1). Latwo sprawdzié¢, ze kazda z tych par spelnia
uklad (34.3).

Qdp.i(1, 2), (2,'1):

Rys. 34-2 ilustruje ten przyklad: prosta i hiperbola maja dokladnie dwa
punkty wspoélne.!

Rys. 34-2

Uwaga. Uklad (34.3) ma t¢ wlasciwosé, ze nie zmienia sie gdy x zastapimy
przez y i jednoczesnie y zastapimy przez x. Taki uktad réwnan nazywamy wkladem
symetrycznym. Jezeli para liczb (a, b) spetnia uklad symetryczny, to para (b, a) takze
spelnia ten uktad. W przypadku ukfadu (34.3) dany jest iloczyn i suma niewiado-
mych x, y, wigc rozwiazaniem ukladu jest para pierwiastkéw pomocniczego réwnania
kwadratowego, x*>—3x+2 = 0, ktére mozna ulozyé na podstawie wzoréw Viéte’a.

Przyklad. Rozwiaza¢ uklad réwnan

2 0
{ wleiny (34.9)
x+2y+6=0
Rozwigzanie z drugiego réwnania wyznaczamy x = ~2y—6 i podstawiamy

do pierwszego réwnania. Dostajemy 592 +24y+32 = 0. Wyréznik 4 = 576 —640 =
= —64 < 0, wigc otrzymane réwnanie nie ma pierwiastkéw, a zatem uklad (34.4) jest
sprzeczny.

Odp. Uklad sprzeczny.
Rys. 34-3 ilustruje ten przyklad: prosta i okrag nie maja wspdlnego punktu

Przyklad*. Rozwiaza¢ uklad réwnan

2 2
{ 4x*+9y? = 10 (34.5)

2y = 1
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Rozwiazanie. Z drugiego réwnania wyznaczamy jedna z niewiadomych,
3 5 i . 5 .
na przykiad x = 571 podstawiamy do pierwszego réwnania. Otrzymamy rownanie

dwukwadratowe, ktérego pierwiastkami sa liczby

1 &
yl=_1, ,Vz=1, y3=—?y )’4=—3—
4
2| xXP+yi=4
e
i X
T R
_,_
4'*?
Yt
So 7

Rys. 34-3

Nastepnie obliczamy dla kazdej z tych czterech liczb odpowiadajaca jej warto$¢ x:
1 1 By 3

TR e Gl TR RS T A x4=—2'—

Xy = 7

W ten sposob dostaliémy cztery pary liczb

1 1 3 1 3t
A el G RE B AR
( 2’ ‘), (2’ 1), ( 2’ 1)9 (2, 3) (346)
Sprawdzenie kazdej z tych par daje wynik pozytywny.

Odp. Cztery rozwiazania (34.6).
Przyklad. Rozwiaza¢ uklad réwnan

2 i
x*+xy 1v (34.7)
y24xy =15
Rozwigzanie. Poniewaz x?+xy = x(x+y) oraz Y24 xy = y(x+y), wigc

: : 3 : d
x(x+y) =10 i y(x+y) =15, czyli y = 5 x. Zatozylismy przy tym, ze x+y # 0 co

nie stanowi w rezpatrywanym przypadku zadnego ograniczenia, poniewaz

dla x+y =0, uklad (34.7) nie jest speiniony. Podstawiajac —;-x na miejsce y do

pierwszego z réwnan (34.7), dostajemy %xz = 10, czyli x; = —2, X3 =.2. Stad

V= %xl ==3 ¥y, = —;—xz — 3. W ten sposéb otrzymaliémy dwie pary liczb

(=2, —3)i (2, 3). Sprawdzenie tych rozwiazan pozostawiamy Czytelnikowi.
Odp. (2, 3), (=2, —3).



Przyklad*. Rozwiaza¢ uklad réwnan

it A AL
xX—y x+y 3 y (34.8)
x>+4ky+(k+1) =0

gdzie k jest to dana liczba. Dla jakich warto$ci k uklad ma rozwigzanie?

Rozwiazanie. Pierwsze z réwnan przeksztalcamy do postaci x> = 4y? i podsta-
wiamy do drugiego réwnania 4y? zamiast x2. Stad

4y? 4 dky+(k+1) = 0 (34.9)

Obliczamy wyrdznik tego réwnania

‘A =16k*~16 (k+1) = 16 (k*—k—-1) = 16("— 1_21@)("‘ l+zﬁ)

" Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na istnienie pierwiastkéw réwnania
(34.9) jest 4 > 0, wigc réwnanie ma pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy

kg—l——_-z—l/—g-—. lub k>_1i2ﬁ (34.10)

Jezeli 4 > 0, to réwnanie (34.9) ma dwa pierwiastki

., L B ) AN —k+ VR =k=1
)

My = 3 ’ 2. T

Poniewaz x? = 4y? czyli x = —2y lub x = 2y, wiec kazdemu z tych pierwiastkéw
odpowiadaja dwie wartosci x

Xy = =2y, X;=2y;, X3= =2y, X4=2y,
. k
Jezeli 4 = 0, to réwnanie (34.9) ma jeden pierwiastek (podwdjny) y = — Y

ktoremu odpowiadaja dwie wartosci x, a mianowicie — k oraz k.
W ten sposéb znalezliSmy cztery pary liczb

(=2, /) @y va)s (=22 ¥a)y (2 ¥2) (34.11)
w przypadku- gdy 4 > 0, oraz dwie pary liczb
k k
(—k, —‘7), (k, —7) (4.2

‘w przypadku gdy 4 = 0.

Sprawdzenie. Przypadek 4 > 0. Kazda para liczb (34.11) spetnia drugie
z réwnan (34.8), poniewaz zaréwno y, jak i y, sa pierwiastkami réwnania (34.9).
Kazda para liczb (34.11) spelnia ponadto pierwsze z réwnan (34.8) pod warunkiem,
ze y; # 0 albo odpowiednio y, # 0. R6wnos§¢ y, = 0 jest spetniona wtedy i tylko
wtedy, gdy kK = —1. Réwnosé y, = 0 nie moze by¢ spelniona. Przypadek 4 = 0,
czyli k2 —k—1 = 0. Kazda para liczb (34.12) spetnia drugie z réwnan (34.8), ponie-
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. waz liczba — .12‘_ jest pierwiastkiem réwnania (34.9). Ponadto kazda liczba (34.12)

‘ ‘s.pelnia pierwsze z réwnan (34.8) pod warunkiem, ze k 7% 0. Warunek ten jest w tym
przypadku spelniony, gdyz k*—k—1 = 0.

Odp. Jezeli k?—k—1>01i k # —1, to uklad ma cztery rézne rozwiazania
. (34.11); jezeli k = —1, to uklad ma dwa rozwiazania (—2, 1)1 (2, 1); jezeli k> —
—1 = 0, to uklad ma dwa rozwiazania (34.12); uklad nie ma rozwiazan, gdy k?—
—k—1<0.

Rys. 34-4ilustruje uktad (34.8) w trzech przypadkach: gdy k = —1 (dwa rozwiaza-
nia), k = 1 (nie ma rozwiazan), oraz dla k = 2 (cztery rozwiazania). Zauwazmy
przy tym, ze pierwsze z réwnan (34.8) nie jest okreslone, gdy x—y = 0 lub x+y =0
natomiast jest réwnowazne rownaniu x? = 4y?, czyli alternatywie réwnan: x =
= —2y lub x =2y, gdy x—y #0i x+y #0.

k=—1 y k= ¥
! . *,JI.\)
) Wi M\ O O S
=i 3
iy ) 81 CANY
2+4y+2 0 x*+8y+3=0 2
Dwa rozwigzania:A(~2,1), 8(2,1) Nie ma rozwigzan Cztery rozmq,zama

Ao el ey

¥

Rys. 34-4

Uwaga. Wiemy, ze rozwigzanie uktadu dwdch réwnan o dwéch niewiadomych
jest to para liczb (x, y), z ktérych pierwsza jest odcieta, druga za$ jest rzedna punktu
nalezacego do wykreséw obu tych réwnan. Rozwiazaé uklad réwnan, znaczy wiec:
znalez¢ wszystkie punkty wspélne wykreséw obu tych réwnan albo wykazaé, ze
punktéw takich nie ma. Ta uwaga moze stanowi¢ podstawe do przyblizonego
rozwigzania ukladu réwnan metodq graficzng. Metoda ta polega na wykresleniu
obu réwnan i odczytaniu z rysunku wspéirzednych ich wspdinych punktéw. Metode
graficzng stosuje si¢ zazwyczaj wtedy, gdy zawodza metody rachunkowe.

Przyklad*., Rozwiaza¢ uklad réwnan

{ x2+y?2=16

34.13)
Y =x*-2x > (

Rozwigzanie. Podstawiajac do pierwszego réwnania z2—2z za-
miast y, dostajemy réwnanie x*—4x*+5x2—16 = 0, ktoérego nie potrafimy
rozwigzac¢. Zastosujemy metode graficzng (rys. 34-5).

Odp. A(—1,1; 3,8), B(2,8; 2,8) — w przyblizeniu.

Metody graficzne stuzg takze do rozwiazywania ukladéw nieréwnosci.
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Przyklad*. Rozwiazaé graficznie uklad nieréwnosci

o el
% by s (34.14)
y —x <0
2
y=x‘—2x y
A . y=x
d 8
\ v x?+y2=9
!
X L
0 Z q 5o
0 \ X
. S xiyP=16 R S S
3 x+y=2
Rys. 34-5 Rys. 34-6

Rozwiazanie przedstawione jest na rys. 34-6.

Odp. Figura zakreskowana na rys. 34-6, bez brzegu.

| Pytania i zadania

1. Co to jest réwnanie drugiego stopnia z dwiema zmiennymi?
2. Wykresli¢ réwnanie

a) 2x2+2)2 =5, b xy—4=0, ¢ x*+y+6=0, d)* x+y?+6=0.
3. Rozwiaza¢ uklad réwnan

2) { x2+2xy+y*+x+y =0, b) { X’ +xy+y*4+x+y =0

x+y=35 y—2x+1=0
Ty B A ¥ i
o [ 20-W-3=0 d){x+y 26=0
y2—4xy+15=0 xy-5=0
5 y—2x—-1=0 ¢ x2+2y?—3=0
yi—dxy+4x*—-1=0 ° 2x2—yi-1=0

4*. Dla jakiej wartoéci parametru m ukiad réwnan

x24y2 =125
mx—y+4—3m =20

ma dokladnie jedno rozwigzanie?
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5*, Rozwigza¢ ukiad réwnan
N { (x=y)?—4y*+x+2y+2=0
3Ix+5y+4=0
b { (x+»)?—x+5y+29 = x2+y?
3xy+2x—3y+5=0
6*. Rozwiazac¢ graficznie i rachunkowo uklad réwnan
a){ch+y2=16 b {y—2x-—l=0
y=12x24+10=0 xy—2=0
Poréwna¢ otrzymane wyniki.

Odpowiedzi do rozdzialu V

29.
ke 2 2
6. a) y= x+7 N b) y=3(x+2)*+8, ¢) y = —4(x—-2)>—
2
i y=2(x+-;—) —%, ¢) p= —8(x=1)248, f) y=(k+6)2=35. 9. a) tak,

np. y = x?+1, b) nie; tréjmian (29.1) przecina OY w punkcie (0, c). 10*. Wykres
znajduje si¢ w III i IV éwiartge, ¢ < 0. 11. 4 >0.12. 4 < 0.15. a) y = (x—17)
(x+11),b) y = 6(x— 9(x—23),c) y = —2(x—0,01)(x+1). 17*. y = x*—6x+10.
18*. y = 4x?—4x+11ub y = x2+2x+1.
30.
2*. Walec, ktérego przekrojem osiowym jest kwadrat. 3*. 100 = 50+ 50. 4*. x =

g (cy+cy+...+¢,) — Srednia arytmetyczna. 5*. Moment bezwladnosci jest naj-
n

mniejszy i wynosi By, = m+_M -12, dla osi odleglej o x =
' m

ml od masy M.
M

3
6*. Bok kwadracika powinien wynosi¢ iy objetos¢ jest wowczas _2a_‘
B0 27

31.
9:.2) 0, — 1—72 ,» b) =7, 7, ¢), d) nie ma pierwiastkéw, e) — 1, pierwiastek podwdjny,
) —3-—2 V5 —34; VA, & il i byes, b0, it = Tyl vih pierimtlotis.

6. a) o,i, S —~—92—, dlwg 20 LB 10 10,8 <55,

7. —2a,2adla a # 0; sprzeczne dla a = 0 b) 0, 7 dla a # 0; sprzeczne dla a = 0.

c) — % —% dla b # 0; sprzeczne dla b = 0, d) a(l-—v/i), a(l+V2). 8% a) -2, »
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17 bya ova)atrl,brlgdya® #1ib+#1ia+lgdya® #1ib=1;b+1

bib
d
g 3gy

b +# 0; sprzeczne gdy b =0, ¢) a, b gdy a+b +# 0; dowolne x # 0 (tozsamosc)
gdy a+b =0, a# 0;d) 3a, —2a gdy a # 0; sprzeczne gdy'a = 0. 10. a) x 2—(a+

+b)x+ab = 0,b) x2~2'=0,¢) x2—x—72 = 0, d) x? ULt S RPN R
a

gdy a =11 b+ 1; nie ma pierwiastkow w innych przypadkach, b) —

s % albo k= 1.12%.3, 5.13*. 15 3 albo —15i —3.15% x? + ; i LQQ = 0 albo

X2_3x42 = 0.16% p?—2g. 17*. @®x? + b(b* —3ac)x+¢* = 0.18%.a = 1.19.a) —
4; —57 59 b) 50 'Lriy
2%
dwdjne). 21. x*—25x*+144 = 0.

_]/E, ]/E, ¢) &) nie ma pierwiastkow, d) —6, 6, f) —1, 1 (po-

32.

1. 30 cm, 50 cm. 2. 8. 3*. 9, 11, 13. 4. 36 km/h, 27 km/h. 5— 6*. Okoto 72m.
15 6kG18kG 8*. 11 dni i 14 dni. 9. a) 3, b) 64, c) 4. 10*. a) nie ma pierwiastkéw
b)2,¢) — +— Jd) =1, —2.11*.a) —a, a, b) bgdy a=>b,agdya<b, c)—]a]
gdy a # 0, dowolna liczba x < 0 gdy a = 0 12%, x='3,6225, 'y =3,1225.

«

33.
2. a) (=3;.1), b), d) sprzeczna, c) tozsamosciowa, e) (—4; 0), f) x << —3 lub x > 3.

3.8) % < ——11ubx>1,'b)——‘11—<x<%,c)x<—%lubx>%,d)o<x<%.

4*,a)m < —3lubm > 1, by m = —3lubm=1,¢0)—3 <m< 1,d)— —;—<m < =3

5. me0 6. L5<m<1l. 7*l<a<1+'/17

—2—<x<1 lub

fib —l<a<1—~—"1/—£. 8* —2<a<2lub2<a<4 9

Dikciy <R FOR, ) < @i

34.

3. a) uklad sprzeczny, b) (0, —1), % %) P 8 0 By G

6, 1), ©) (x, 2x+1), x — dowolne, 1) (=1, =), (1, =1), (1, 1), (=1, 1). 4. m =
19

s B a)(—g il 28) @ -2,b) 6 -1 @ -3



Rozdziat VI

WIELOMIANY I FUNKCJE WYMIERNE

35. Wielomian jednej zmiennej

Potega o wykladniku 0. Okreslamy:
a’ =1 (35.1)
dla kazdego a # 0. Na przyklad
19=1, =1, (Y5=1, (-4 =1 n%=1

Symbolu 0° nie okreslamy,

; Dla potegi o catkowitym i nieujemnym wyktadniku prawdziwe sa wzory (16.11) —
- —(16.15). ‘W szczegdlnosci, prawdziwy jest z uwagi na definicje (35.1) wzdr a™: a" =
g gdy a# 04 m=n

Jednomian stopnia n jednej zmiennej x € R, jest to funkcja
y=ax" (35.2)

przy czym n > () oznacza liczbe catkowita, zas a # 0. Dla n = 0 jednomian (35.2)
Jest postaci ax?, wiec dla kazdego x # 0 ma warto$é a, natomiast dla x = 0 nie jest
okreslony. Dziedzing funkcji y = ax® rozszerzamy, nadajac jej w punkcie x = 0
wartos¢ y = a. W ten sposéb jednomian ax? jest okreslony dla x € R i ma stalg war-
tos¢ a.

Liczbe a riazywamy wspdlczynnikiem jednomianu (35.2).

Funkcje stala y = 0 nazywamy jednomianem zerowym; ten jednomian nie ma
okreslonego stopnia;

Dwa jednomiany tej samej zmiennej nazywamy podobnymi, jezeli sa tego samego
stopnia; jednomian zerowy uwazamy za podobny do kazdego jednomianu.

Na przykiad jednomiany —5x2? i 2x? sa podobne.

Jednomiany podobne mozna redukowac zastepujac ich sumg jednym jednomia-
nem, np. 4x3+7x3 = 11x3, x2+(=3) x? = —2x2%

+ Suma jednomianéw podobnych jest jednomianem do nich podobnym'(by¢ moze -

Jednomianem zerowym).

157



Wielomian stopnia 2 jednej zmiennej rzeczywistej x jest to funkcja

y=a,,x"+a,|_1x"“-‘}-...+a‘x+u0 . (35.3)
przy czym neN U {0}, xeR, ao, ay, ..., c R oraz a, =0
Liczby do, dy, .., @, nazywamy wspdlczynnikami wielomianu (35.3). Liczbe a,

nazywamy tez wyrazem wolnym.
Przyklad. Wyznaczyé wspotczynniki a, b i ¢ wielomianu W (x) = x*+ax*+
+bx+c, jezeli wiadomo, ze

W(-)=1, W@=13, w(,l.,) KL
: 2 8
Rozwigzanie. Na podstawie tresci przykladu mamy

(=1 ra(=B wb(=1)+c =1
234+q:2*+b-24+c=13

(Ly +a-(L)’+b..‘_+c= il
2 2 2 8
wigc

a—-b+c¢=2

4a+2b+c=5

a+2b+4c = —22
Otrzymany uklad trzech réwnan rozwigzujemy w znany.sposob.

Gdpie=4 b = 73 ci= midi

Funkcje y = 0 nazywamy wielomianem zerowym; ten wielomian nie
ma okreslonego stopnia.

Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu (35.2).

Na przyklad funkcja stala y = 3 jest wielomianem stopnia zero, funkcja linio-
wa y = —2x+3 jest wielomianem stopnia pierwszego, tréjmian kwadratowy y =
= x2+x+1 jest wiclomianem stopnia drugiego, itp.

Wielomian jest sumg jednomianéw.

Jednomiany @, x”, @,_;y X", ..., @; x i a; nazywamy wyrazami wielomianu (35.3).

Wielomiany oznaczamy krétko W (x), 4 (x), B (x) itd.

Stopient wielomianu W (x) oznaczamy symbolem st. W (x). Na przykiad jezeli
W(x) = —4x5+2x2—Tx+2, to st. W(x) = 5. .

Jezeli W (x) jest wielomianem zerowym, to piszemy W(x) = 0.

Wielomian (35.3) jest zredukowany (tzn. po prawej stronie réwnosci nie ma dwoch
jednomianéw tego samego Sstopnia) oraz jest uporzqdkowany wedlug malejacych
stopni wyrazéw. W dalszym ciagu méwiac krétko wielomian, bedziemy mie¢ na mysli
wielomian zredukowany i uporzqdkowany.

Definicja. Pierwiastek wielomianu W (x) jest to kazda liczba a taka, ze W (a) = 0.

Na przyklad liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu x3—3x—2, poniewaz 2%—
_3.2-2 = 0. Zamiast pierwiastek wielomiann méwimy tez punkt zerowy (miejsce
zerowe) wielomianu.
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Przyklad. Dla. jakich wartosci parametru m wielomian W (x) = 4mx*+3m? x>—
— x+2 ma pierwiastek rowny 17 i
Rozwiazanie. Poniewaz
W(1)=0«4m+3m>+1 =0
wiec rozwiazujac otrzymane rownanie kwadratowe dostajemy odpowiedZ na posta-
wione pytanie.

Odp. m= —1 lub m = —%.

Roéwno$¢ wielomianéw. Wielomiany 4 (x) i B (x) sa rowne, jezeli dla kazdej liczby a
mamy A (a) = B (a); piszemy wowczas A (x) = B (x). Dwa wielomiany zredukowa-
ne i réwne réznia si¢ co najwyzej porzadkiem wyrazéw. Na przyklad

. 2x3—x24+3x—4 = —4+4+3x—x?+2x3

Dwa wielomiany s3 réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa zerowe
lub, gdy sa tego samego stopnia i maja réowne wspdlczynniki przy
jednakowych potegach zmiennej.

Na przyktad

x3—px?4+qx—r=x3+x2+453
wtedy i tytko wtedy, gdy p= —1, ¢g=01ir = —53.

Dodawanie i odejmowanie wielomianéw. Do wielomianu A (x) mozna dodaé wie-
lomian B (x), tzn. mozna utworzy¢ sume A (x)+ B (x). Jezeli wielomiany A4 (x), B(x)
1 A (x)+ B (x) nie sa zerowe, to stopiefi sumy jest nie wigkszy od stopni
sktadnikow:

st.(A(x)+B(x)) <st. A(x) i st.(A(x)+B(x)) < st. B(x)

Od wielomianu A (x) mozna odjqé¢ wielomian B (x), tzn. mozna utworzy¢ réznice
ot (x)—B (x). Jezeli wielomiany A (x), B(x) oraz 4 (x)— B (x) nie sa zerowe, to
st.(A(x)—B(x)) <st. A(x) i st.(A(x)—B(x)) <st. B(x)

Przyklady
A(x) =x>+x, B(x) =x—x3, A(x)+B(x) = 2x, A(x)—B(x) = 2x3
o A(x) =3, st. B(x) = 3, st.(A(x)+ B(x)) =1, st.(A(x)—B(x)) =3
A (x)—A (x) = 0; ta réznica nie ma okre$lonego stopnia.
Mnozenie wielomianéw. Wielomian 4 (x) mozna pomnozy¢ przez wielomian B (x),
-tzn. mozZna utworzy¢ iloczyn A (x)- B (x).Jezeli A (x) # 01 B(x) # 0, to stopien
iloczynu réwna si¢ sumie stopni skladnikéw:
st. (A(x) - B(x)) = st. A(x)+st. B(x)

Przy dodawaniu, odejmowaniu lub mnozeniu wielomianéw nalezy redukowac
Jednomiany podobne, a nastgpnie otrzymany wielomian uporzadkowaé wedlug
malejacych stopni jego wyrazow.
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Hoczyn czynnikéw liniowych, Waznym przypadkiem mnozenia wielomianéw jest
mnozenie n dwumianéw pierwszego stopnia

X—Xqy X=Xy o X=Xy
gdzie x,, X5, ..., X, 53 to liczby dane, za$ x jest zmienna. Iloczyn
W(x)=(x—%)(x=%3) " ... "(x—X,)
jest wielomianem stopnia n. Liczby x,, X5, ..., Xa, 52 pierwiastkami tego wielomianu,
poniewaz
W(x)=W(x)=..=W()=0
Przyklad. Znalez¢ wielomian czwartego stopnia, ktérego pierwiastkami sa licz-
by 1, 2, 3, 4 i ktéry dla x = 0 ma warto§¢ 24.
Rozwigzanie. Wielomian
W(x) =a(x—1)(x—2)(x—3)(x—4)

gdzie a jest dowolna liczba ré2na od zera, jest wielomianem czwartego stopnia
o pierwiastkach 1, 2, 3 i 4. Liczbe a dobierzemy na podstawie warunku W (0) = 24:

28 =a(-1)(~2(-3(-9

stad 24 = a-24, wigc a = 1.

Odp. (x—1) (x—2) (x—3) (x—4), czyli x*—10x>+35x* —50x+24.

Dzielenie wielomianéw. Niech W (x) i P (x) beda danymi wielomianami. Jezeli
istnieje dokladnie jeden taki wielomian Q (x), Ze spetniona jest réwnosé

W (x) = Q(x): P(x) i (35.4)
to wielomian Q (x) nazywamy ilorazem wielomianu W (x) przez wielomian P (x).
Piszemy przy tym
‘ Gl W) _
W(x):P(x)=0(x) lub B Q(x)
Na przyklad
(x2—1):(x—1)=x+1, poniewaz x*—1=(x+1)(x—1)
Wielomian P (x) spelniajacy warunek (35.4) nazywamy podzielnikiem wielomianu

W (x). Poniewaz zadamy, Zeby iloraz Q (x)‘ byt okreslony jednoznacznie, wigc po-
dzielnik nie¢ moze by¢ wielomianem zerowym.

Uwaga. Zamiast podzielnik, méwimy takze dzielnik.
Jezeli W (x) = 0, to kazdy wielomian P (x) # O jest podzielnikiem wielomianu
W (x), przy czym iloraz Q (x) = 0.
Jezeli W (x) # 0, to warunkiem koniecznym (lecz nie wystarczajacym) podziel-
nosci W (x) przez P (x) jest nieréwnoséé
st. P(x) <st. W(x)

gdyz w przypadku przeciwnym nie istnieje wielomian Q (x) spelniajacy warunek (35.4).
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Dzielenie wielomianéw nie zawsze jest wigc wykonalne.
i Pierscien wielomianéw**. Rozwazmy zbiér wszystkich wielomianéw jednej
. gmiennej x. W zbiorze tym okreslone sa dwa dzialania: dodawanie (+) i mnozenie (-),
. ktore sa przemienne
A(x)+B(x) =B(x)+A4(x), A(x) B(x)=B(x)-A(x)
oraz Iqczne
(4 (x)+B(x)) +C(x) = A(x) +(B(x)+ C(x))
: (A(x)B(x)) C(x) = A(x)* (B(x)- C(x))
przy czym mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania
(A(x)+B(x)) - C(x) = A(x) C(x)+B(x) C(x)
W zbiorze wielomianéw okreslone jest ponadto dzialanie odwrotne do do-
dawania — odejmowanie (—). Jezeli spelnione sg wszystkie wymienione-
warunki, to rozpatrywany zbiér nazywamy pierscieniem. Zbiér wielomia-
néw W(x) jest wiec pierscieniem funkcyjnym, podobnie jak zbiér C liczb
calkowitych jest pierscieniem liczbowym (por. str. 68)**
Sposéb dzielenia wielomianéw przypomnimy na przykladach.
Przyklad. Podzieli¢ wielomian 2x*—x?-+2x—3 przez dwumian x—1.

Rozwigzanie :
2x3—x*+2x—3):(x—1) =2x2+x+3
2x3—2x?
x2+42x
x2— x
3x-3
3x-3
0

Odp. 2x2+x+3.

Objasnienie przykladu. Najwyzszy stopniem wyraz dzielnej, a wigc 2x>
dzielimy przez najwyzszy stopniem wyraz dzielnika, to znaczy przez x, 2x>: x = 2x>.
Otrzymany jednomian 2x* jest pierwszym skladnikiem szukanego ilorazu. Mnozy-
my nastepnie 2x? przez dzielnik (x—1), a wiec 2x?:(x—1). Otrzymany iloczyn
2x3—2x? zapisujemy pod dzielna i odejmujemy od niej. Otrzymamy x2+2x—3;
‘wielomian ten nazywamy pierwszq resztq. Najwyzszy stopniem wyraz pierwszej
reszty, czyli x?, dzielimy przez najwyiszy stopniem wyraz dzielnika, a wigc przez x,
Xx%:x = x. Otrzymany iloraz x jest drugim skladnikiem szukanego w przyktadzie
ilorazu. Mnozymy nastepnie ten drugi sktadnik przez dzielnik, x-(x—1). Otrzymany
iloczyn x*—x zapisujemy pod pierwsza reszta i odejmujemy od niej. Otrzymamy
3x—3, tak zwana drugq reszte. Najwyzszy stopniem wyraz drugiej reszty, a wigc 3x,
dzielimy przez najwyzszy stopniem wyraz dzielnika, 3x: x = 3. Liczba 3 jest trzecim -
skfadnikiem szukanego ilorazu. Mnozymy nastepnie ten trzeci sktadnik przez dzielnik,

. 11 Matematyka ‘ 161



3-(x—1) = 3x—3 i odejmujemy od drugiej reszty. Poniewaz trzecia reszta jest 0,
wiec dzielenie zostato zakoriczone.

Uzasadnimy, e otrzymany wielomian 2x? + x + 3 jest istotnie szukanym ilorazem.
Od dzielnej 2x3—x?+2x—3 odjelismy kolejno: 2x? (x—1), a nastepnie x (x—1),
wreszcie 3 (x—1) i otrzymaliSmy 0, wiec

2x3 —x242x—3—2x}(x~1)~x(x—=1)—3(x—1)=0
zatem\
2% —x2 4 2x—3—(x—1)(2x*+x+3) =0
czyli
2x3—x24+2x—3 = (x—1)(2x*+x+3), cnd.
Przyklad. Wykona¢ dzielenie
(Bx5—x*+x3+7x*—6x+8) 1 (x* —x+2)
Rozwiazanie
Bx3—x*+ x3+Tx*—6x+8):(x*—x+2) =3x*—x+4
3x3 —3x3+6x2
—x*+4x3+ x?—6x
—x* + x2-2x
4x3 —4x+8

4x3 —4x+8
0

Odp. 3x2—x+4.
Przyklad. Wykona¢ dzielenie
Rozwigzanie

x+1
2 1) :(x? = e
(x3+2x+1):(x2+1) =x+ Tl
x3+x
x+1 pierwsza reszta
Poniewaz pierwsza reszta jest wielomianem nizszego stopnia niz dzielnik, wigc
x241 nie jest podzielnikiem wielomianu x*+ 2x+ 1. Do otrzymanego jednomianu x

(tzw. iloraz niezupelny) nalezy wigc dodaé utamek x;:_ll
= X
x+1
st oo TR

Twierdzenie (o rozkladzie wielomianu). Jezeli W (x) i P (x) quwieIomianami
oraz P (x) # 0, to istniejq takie dwa wielomiany Q (x) i R (x), ze :

W (x) = Q(x) P(x)+R(x) 3 (35:3)
przy czym R (x) = 0 albo st. R (x) < st. P (x).
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- Dowéd tego twierdzenia pomijamy; i)e;dzie ono w pelni zrozumiate, gdy odwo-
jamy si¢ do przykladow. wielomiany :
Wil s POS...ui.” dane
Q(x)...: ........... R(x)... dobrane
xX34x+1l=(x*+x+2) - (x—1)+3
x34+1 =(x*—x+1) -(x+1)+0

x—1= 0 ‘(x2=D+x-1
x24+1= 1 ‘(x2=1)+2
0= 0 ‘(2x+5)+0

Wielomian R (x) nazywamy resztq dzielenia W (x) przez P (x), natomiast Q (x) —
florazem (zupelnym, gdy R (x) = 0, niezupelnym w przypadku przeciwnym). Z ok-
re§lenia podzielnika P (x) wielomianu W (x) wynika, ze

P (x) jest podzielnikiem W (x) <> R(x) =0 (35.6)

Przyklad. Zbadaé, dla jakiej wartosci a wielomian A (x) = x*+4x—1 jest po-
dzielnikiem wielomianu B (x) = x*+4x*+x2+ax+1 i obliczy¢ w tym przypadku
iloraz.

Rozwigzanie

(x*+4x3+ x> 4+ax+1) : (x*+x—1) = x2+3x—1
x4+ x3—x2
3x3+2x2+ax
3x3+3x2-3x
—x?+(a+3)x+1
~x2—x+1
+(a+4)x reszta
Aby wielomian A4 (x) byl podzielnikiem wielomianu B (x) potrzeba i wystarcza,
* aby otrzymana reszta R (x) = (a+4) x byla réwna 0; stad a+4 = 0, czylia = —4.

Odp. a = —4; iloraz x2+3x—1.
Twierdzenie Bézouta. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x—a.
Dowéd. Jezeli wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x—a, to istnieje
~ taki wielomian Q (x), Ze
W(x) = Q(x) (x—a) |
Stad W (a) = Q (@):-(@a—a) = Q (a)-0 = 0, wiec liczba a jest pierwiastkiem wielo-
mianu W (x). s
Na odwrét, jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to W (a) = 0,
przy czym na podstawie twierdzenia o rozkladzie wielomianu istnieje taki wielomian
Q (x) i taka stala R, ze
W(x)=0Q(x)'(x—a)+R (35.7)
(por. réwnos¢ (35.5)). Stad 0 = W(a) = Q(a)-(a—a)+R, czyli R = 0.

163



Z uwagi na (35.7) mamy wigc W (x) = Q (x)-(x—a); réwnos¢ ta oznacza, ze
dwumian x—a jest podzielnikiem wielomianu W (x), cnd.

Podzielnoéé wielomianu W(x) przez dwumian x—a jest wigc wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym na to, zeby liczba a byla
pierwiastkiem W (x).

Przyklad. Zbadaé, czy wielomian W (x) = 29x*—16x>43x?—16 jest podziclny
przez dwumian x—1.

Rozwigzanie. Podstawiamy do danego wielomianu x = 1. Okazuje si¢, Ze
W(l) =29-16+3-16 = 0. Wobec twierdzenia Bézouta dwumian x—1 jest po-
dzielnikiem wielomianu W (x).

Odp. Tak.

Twierdzenie (o iloczynie podzielnikow). Jezeli wielomian W (x) jest podzielny
przez kazdy z dwumianéw

Sl S W R &

przy czym liczby x,, x,, ..., X, Sq rézne, to jest takze podzielny przez iloczyn

(= %) (x=x2) ... (x= %)

Dowéd pomijamy.

Przyklad. Wielomian W (x) = x*—12x2—13x—12 jest podzielny przez x—4
i przez x+3, poniewaz W (4) = 0 i W (—3) = 0. Wynika stad, ze ten wielomian
jest podzielny przez iloczyn (x—4) (x+3); czyli przez tréjmian kwadratowy x?—
—x~—12. Sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi.
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14.

Pytania i zadania

Podaé okreslenie potggi o wykladniku 0..

Podat¢ okreslenie jednomianu stopnia n.

Co to jest jednomian zerowy?

Co to sa jednomiany podobne? Poda¢ przykiady.

Podaé okreslenie wielomianu stopnia n.

Wyjasnié znaczenie terminéw a) wspélczynnik wielomianu, b) wielomian
zerowy, c) wyraz wielomianu.

Co to jest pierwiastek wielomianu?

Poda¢é okreslenie réwnosci wielomianow.

Podaé,warunek konieczny i wystarczajacy rownosci dwoch wielomianéw.
Wyjasnié jak si¢ dodaje i jak si¢ odejmuje wielomiany.

Podaé przyklad dwdch wielomiandw stopnia czwartego, kiérych suma
a) jest wielomianem drugiego stopnia, b) nie ma okreslonego stopnia.
Wyjasnié, jak si¢ mnozy wielomiany.

Podaé i objasni¢ nieréwnosci miedzy stopniami wielomianéw 4 (x) i B (x),
oraz stopniem ich sumy, réznicy i iloczynu.

Co to znaczy, ze wielomian P (x) jest podzielnikiem wielomianu W (x)?



15. Wyjasni¢, dlaczego wielomian zerowy nie moze by¢ podzielnikiem.
16. Wypowiedzie¢ warunek konieczny na to, zeby wielomian P (x) byt podziel-

nikiem wielomianu W (x).

17. Wypowiedzie¢ twierdzenie o rozkladzie w1elom1anu
18. Co to jest iloraz (zupelny albo niezupeiny) i co to jest reszta dzielenia

wielomianu W (x) przez wielomian P (x)°

19. Wypowiedzie¢ twierdzenie Bézouta.

20
21

22

23

o

24.

25*

26.

2.0 ff

28*,
. dzielit si¢ przez wielomian 3x?+2ax+b?
2%,

,‘ 30*

Podaé twierdzenie o iloczynie podznelmkow
Dany jest wielomian W (x) = x3—2x?—x—3. Obliczy¢:

) WO), bWJ, oW® & WYD, e W(-y2.

Sprawdzié, ze liczby 4 i 5 sa pierwiastkami wielomianu x*—9x3 +21x%—
—9x+420.
Wykona¢ mnozenia wielomiandw:

a) (x—3)(2x*+x+5). b) (x2 —2x+3)(x3— x> +6x+1).
c) (x®*—x+2)(3x*—x+4), d) (x2—=8)(x*+8x+8).
Wykona¢ dzielenia wielomiandw:

a) (x*—3x3+3x2—4x+3):(x—1),

b) (x*+3x°—12x2 —13x—15) : (x—3)

c) (x3+6x*+6x+5):(x+5),

d)( 4x3+2x? —x——) @x+1), ]

€) (x*—6x*+11x—6): (x ~5x+6),
£) (x*+3x3—12x2—13x—15) : (x* +x+1).

Dany jest wielomian W.(x) = ax?*+bx+c, przy czym W(l) = m+2,

W(%) e W(— ’;‘) = m—2, gdzie m jest pewna liczbg. Dowies¢,

ze W (x) jest wielomianem stopnia pierwszego.

Dowiesé, ze wielomian x*+x2+ 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Dla jakich wartosci liczbowych a, b i ¢ wielomian x*+5x*+6x+2 jest
podzielnikiem wielomianu x 44 8x3+ax?+bx+c?

Jaki warunek musza spelniaé liczby a, b i ¢, aby wieloman x*+ax? +bx+c

Udowodni¢ twierdzenie: jezeli wielomian 4 (x) jest podzielnikiem wielo-
mianu B (x) i wielomian B (x) jest podzielnikiem wielomianu C (x), to wie-
lomian A4 (x) jest podzielnikiem wielomianu C (x).

Udowodni¢ twierdzenie: jezeli wielomian 4 (x) jest podzielnikiem kazdego
z wielomianéw B (x) i C (x), to jest takze podzielnikiem ich sumy, réznicy
i iloczynu.

31. Wykazaé, ze wielomian px°®+gx® +rx —rx*—gx—p jest podzielny przez

(x+1).
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32*. Pewien wielomian daje przy dzieleniu przez (x— 1) reszte 2, natomiast przy
dzieleniu przez (x—2)—reszt¢ 5. Jaka reszt¢ otrzymamy przy dzieleniu
tego wielomianu przez (x—1) (x—2)?

33** Przy Jaklch wartosciach a i b trojmian ax2°+bx'°+1 dzieli si¢ przez tro_1-
mian x2+x+1?

36. Réwnania algebraiczne

Niech W (x) oznacza wielomian stopnia n > 1 zmiennej x. Réwnanie
W(x) =

nazywamy réwnaniem algebraicznym stopnia n lub krétko — réwnaniem n-tego sto-
pnia.
Na przyklad réwnanie 2x2 +7 = 0 jest drugiego stopnia, za$ réwnanie x> —6x +
+5 = 0 jest trzeciego stopnia.

" Réwnania pierwszego i drugiego stopnia rozwiazywano juz w starozytnosci.
W wieku XVI wyprowadzono ogdlne wzory na pierwiastki rownan trzeciego i czwar-
tego stopnia. Liczne usilowania Zeby wyprowadzié podobne wzory dla réwnan
piatego i wyzszych stopni zakornczyly sie niepowodzeniem. W wieku XIX udowod-
niono, Zze wzory takie w ogdle nie istnieja.

Obecnie podamy kilka informacji o réwnaniach algebraicznych i metodach ich:
rozwigzywania.

Twierdzenie (o liczbie pierwiastkdw). Rownanie algebraiczne n-tego stopnia ma
€O najwyzej n roznych pierwiastkow.

Dowéd. Przypusémy, ze wielomian n-tego stopnia W(x) ma p réznych pier-
wiastkéw x,, x, ..., x,. Na podstawie twierdzenia Bézouta wielomian ten jest po-
dzielny przez kazdy z dwumiandw

X=X X =00 e UL e e
Na podstawie twierdzenia o iloczynie podzielnikéw (p. 35) wynika stad, ze wielomian
W (x) dzieli si¢ przez iloczyn
e X i) s (ool o= 00)
wigc istnieje taki wielomian Q (x), Ze
Wi(x) = Q%) (x—x,) (x=x3) ... - (x—x,)

Z réwnosci tej wynika, ze st. W (x) = st. Q (x)+p. Poniewaz st. W (x) = n, za$
st.Q(x) =0, wigc n—p >0, czyli p<n, cnd.

Przyklady
x?—1=0, Xi= =1 X =1 B2 0 p—2. n—n
X2l =10 nie ma pierwiastkéw, =2 p=0. p<n
x2-2x+1=0, Xo—"1 n=2."p=1L, p<n
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. Twierdzenie (o postaci iloczynowej wielomianu). JeZeli wielomian n-tego stopnia
W) man réznych pierwiastkow: X, Xz, ... Xy,
ito : .
- W(x) = a, (x—x)(Xx—X3)" ... (x—X,) (36.1)
| gdzie a, jest wspdlczynnikiem przy x".
Dowédd. Z zalozerr wynika, Ze iloczyn
(x=x1)(x—=%3)" ... (x—Xp) (36.2)
jest podzielnikiem wielomianu W (x). Poniewaz iloczyn ten jest wielomianem stop-
nia n, wiec iloraz W (x) przez iloczyn (36.2) jest stopmia 0, czyli stala
W(x) = c(x—=x)(x—%x3)" ... (x—Xp)
Wspdlczynnik przy x* po 1ewej stronie tej réwnosci wynosi a,, za$ po prawej c. Stad
a, = ¢, wiec ostatecznie dostajemy réwnos¢ (36.1), cnd.

W przypadku gdy n = 2, réwnoé¢ (36.1) przedstawia rozkiad tréjmianu kwad-
. ratowego na czynniki liniowe.

Przyklad. Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu
o W(x) = x3—x?—4x+4 (36.3)
" Roztozyé ten wielomian na czynniki liniowe.

Rozwigzanie. Na podstawie twierdzenia Bézouta wielomian W (x) jest po-
dzielny przez x~ 1. Wykonujemy to dzielenie i dostajemy iloraz x*—4. Mamy wiec
W (x) = (x*—4)-(x—1). Roéznicg kwadratow x*>—4 rozkladamy na iloczyn
X~ 2) (x+2).
: Odp. (x—1) (x—2) (x+2).
Uwaga. Rozkladanie wielomianu na czynniki jest przydatne do rozwigzywania
réwnan algebraicznych. Na przyklad znajic rozklad

x3—x2—4x+4 = (x—1)(x—2)(x+2)
j fatwo jest zauwazy¢, 2e réwnanie x*—x?—4x+4 = 0 ma trzy pierwiastki: 1, 2i —2.
Przykiad. Rozwigza¢ réwnanie
xt—1=0
Rozwiazanie. x*=1 = (x*=1)(x>+1) = (x—1) (x+1) (x*+1). Poniewaz
x"-f_-l > 0, wiec 4
x4=1=0s(x-1)(x+1)=0s(x=1)V(x=—1)
Odp. x; = -1, x; = .
Przyklad. Rozwigza¢ rownanie
xS—x*4+x3—x?+x—-1=0 (36.9)
Rozwiazanie (pierwszy sposob). Spostrzegamy, Ze liczba 1 spetnia ;iane rowna-
nie, a nastgpnie dzielimy jego lewa strone przez x—1. Dostajemy x*+x2+1. Po-
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niewaz x*+x2+1 = ( x24 »;——)2 + —ir- > 0, wigc liczba 1 jest jedynym pierwiast-
kiem réwnania (36.4).
Rozwiazanie (drugi sposob). Przeksztalcamy lewa strong rownania (36.4)
X3=x*+x3—x2+x—1 =x*x—-1D)+x*(x—D+x—1 =(x—1)(x*+x2+1)
Poniewaz x*+x*>+1 > 0, wiec jedynym pierwiastkiem réwnania, (36.4) jest 1.

Odp. x = 1. : :

Twierdzenie (b rozktadzie wielomianu na czynniki). Kazdy wielomian W (x)=£ 0
jest iloczynem czynnikdw stopnia co najwyzej drugiego.

Dowéd jest trudny i pominiemy go. Z tego twierdzenia wynika, Zze-dla kazdego
wielomianu W (x) =£0 istnieja takie wielomiany A4 (x), B (x), ..., P(x), z ktérych
kazdy jest co najwyZej stopnia drugiego i ktorych iloczynem jest W (x).

Uwaga. Twierdzenie o rozkladzie wielomianu na czynniki zapewnia istnienie

odpowiedniego rozkiadu, lecz nie podaje metody znalezienia jego czynnikéw. Tylko
w niektérych przypadkach umiemy taki rozklad efektywnie napisac.

Przyklady
NBHl=(xF1D(x2—x+1)
x40 = x4 42x2 4 1=2x2 = (x2+1)2— (/2 x)* =

= (212X +14+Y2x) = (=Y 2x+ D)2+ Y2 x+1)
x—1=x*=1)(x*+x%+1) = (x> - 1) [(x* +1)*—x?] =
=(x=D+1)(x2—x+1)(x*+x+1)
Z twierdzenia.o rozkladzie wielomianu na czynniki wynika nastepujacy wazny
wniosek :

Whiosek. Kazde rownanie algebraiczne nieparzystego stopnia ma co najmniej je-
den pierwiastek.

Istotnie, przypusémy, Ze roztozyliémy wielomian stopnia nieparzystego na czyn-
niki pierwszego lub drugiego stopnia. Poniewaz iloczyn czynnikéw stopnia drugiego
jest wielomianem parzystego stopnia, wigc w rozkladzie znajduje si¢ czynnik sto-
pnia pierwszego. Pierwiastek tego czynnika jest pierwiastkiem calego wielomianu.

Zwracamy uwage, Ze réwnanie algebraiczne stopnia parzystego moze nie mieé.
pierwiastkow w ogodle.

Definicja. Liczbe a nazywamy pierwiastkiem r-krotnym wielomianu ‘W (x), jeZeli
ten wielomian jest podzielny przez (x—a)", natomiast nie jest podzielny przez
(x—a)+t.

Jezeli r = 1, to pierwiastek nazywamy pojedynczym, jezeli r = 2 — to podwdj-
nym, jezeli r = 3 — to potréjnym, itd.

Liczbe r nazywamy krotnosciq pierwiastka a.

Na przyklad liczba 1 jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu x3—2x2+x,
poniewaz

x3=2x24x = x(x—1)?
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Pﬁyklad. Znajac pierwiastek x, = 2 réwnania
—7x*+16x—12=0

rozwuqzaé to rownanie.

3 Rozw1qzame Lewa strong réwnania dzielimy przez x—2. Dostajemy iloraz

s _ 5x+6, ktérego pierwiastkami sa liczby 2 i 3. Stad x?—5x+6 = (x—2) (x-3),
wiec |
b —Tx24+16x<12 = (x—2)?(x—3)

Odp. x, = 2 (podwéjny), x, = 3.

Jezeli znamy (na przyklad odgadniemy) jeden pierwiastek x,, réwnania alge-
braicznego W (x) = 0, to dzielac W (x) przez x—x, otrzymamy pewien wielomian
" A(x). Poniewaz W (x).= A (x) (x—x,), wiec w celu wyznaczenia nastgpnych pier-
wiastkéw (jezeli istnieja) réwnania W (x) = 0, czyli réwnania A4 (x) (x—x,;) =0
nalezy rozwiazaé réwnanie algebraiczne 4 (x) = 0, ktdre jest stopnia o jeden niz-
: szego niz réwnanie W (x) = 0.

Podamy pewne twierdzenia, z ktérych korzystamy przy odgadywaniu pierwias-
tkéw réwnan algebraicznych o wspéiczynnikach calkowitych. Zwracamy uwage,
u réwnanie algebraiczne o wspdiczynnikach wymiernych, mozna sprowadzi¢ do
réwnama o wspélczynnikach catkowitych, mnozac obustronnie przez NWW mia-

- nownikéw wszystkich niecatkowitych wsp6tczynnikéw. Na przyklad réwnanie
| YT L '

» ‘ Wi +-5-x+7x+-6—-0

~ jest rownowazne réwnaniu

' 14x3+105x%+12x+7 = 0

powstalemu z poprzedniego przez pomnoZenie obu jego stron przez liczbg 42, a wigc
NWthzb32716 y

Twierdzenie. Jezeli liczba calkowna x; # 0 jest pierwiastkiem rownania
@ X"+, X"+ . +a X+ a0 =0 (36.5)

0 calkowitych wspélczynnikach Gn a,_;, ..., @y, o, 10 X, jest podzielnikiem wyrazu
: wolnego ag.

Dowéd. Jezeli x; jest pierwiastkiem réwnania (36.5), czyli

to

axtta o xV 4 ta x +ag=0
o= —a, X =@, X7 = —aixy =
= _xl(anxl +a, Xy 7 T +a,)
‘Wynika stad, wobec x;# 0, ze
a n— n—
x—° = (@ x7 " Ha, . X724 4ay) (36:6)
g \

- Poniewaz \vszystkie wspolczynniki ay, a,, ..., a, i pierwiastek x, sg z zalozenia licz-
~ bami catkowitymi, wigc prawa strona réwnosci (36.6) jest liczba catkowitg. Taka
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jest wiec i lewa strona réwnosci (36.6) co oznacza wiasnie, Ze x, jest podzielnikiem
wyrazu wolnego a,, cnd.

Pierwiastkéw catkowitych réwnania algebraicznego ¢ wspélczynnikach catko-
witych wystarczy wigc szukaé¢ wylacznie wsréd podzielnikéw wyrazu wolnego a,.

Zauwazmy, Ze liczba 0 jest plerwmstknem réwnania (36.5) wtedy i tylko wtedy,
gdy ao = 0.

Przyklad. Rozwiazaé réwnanie x*—7x%+ 18x2—20x-+8 =

Rozwigzanie. Pierwiastkami catkowitymi danego réwnania mogq byé jedynie

podzielniki liczby 8, a wigc
Sl (GO R R s e S R B s 6
Oznaczamy lewa stron¢ danego réwnania przez W (x) i obliczamy kolejno
W(—=1)=(—1)*-7(—1)*+18(—1)>—-20(—1)+8 =54 ‘
W(+1)=14-7-124+18-12-20-1+8 =0

a wigc liczba x; = 1 jest pierwiastkiem danego réwnania. Znajac pierwiastek x,
mozZemy nastgpniec obnizy¢ stopien réownania, to znaczy mozemy oblicza¢
pierwiastki réwnania o jeden stopien nizszego. W tym celu dzielimy W (x) przez
x~—1. Otrzymujemy iloraz x3—6x2+12x—8, wigc réwnanie W (x) = 0 mozna za-
stapi¢ réwnaniem (x—1) (x3—6x*+12x—8) = 0. PoniewaZ pierwszy czynnik x—1
odpowiada pierwiastkowi x, = 1 juz znalezionemu, wigc szukajgc pozostatych mo-
Zemy go pominaé. :

Zajmiemy si¢ zatem rownaniem

x3—6x2+12x—8=0 (36.8)
Réwnanie to moze mieé pierwiastki catkowite wylacznie wsrod liczb (36.7), gdyz
tylko one sg podzielnikami wyrazu wolnego a, = —8. Oznaczamy lewa strong

réwnania (36.8) przez A4 (x) i obliczamy kolejno
A(=1)=(=1)*—-6(—-1)>+12(—-1)—-8 = -27
A(+D)=13-6-12+12-1-8 = —1
A(=2)=(-2)°—6(—2)>+12(—-2)-8= —64
A(+2)=23-6-22+12-2-8=0
a wiec liczba x; = 2 jest pierwiastkiem réwnania (36.8). Dzielac nastepnie A (x)
przez x—2 otrzymamy x> —4x+4, wigc réwnanie A (x) = 0 jest réwnowazne réw-
naniu (x—2) (x*—4x+4) = 0. Rozumujac jak wyZej ograniczamy si¢ dalej do
rozwigzywania rownania x>—4x+4 = 0, ktorego pierwiastkiem podwdjnym jest
liczba 2.
Odp. x; = 1, x, = 2 (potrdjny).

Twierdzenie**, Jezeli liczba wymierna £ (ulamek nieskracalny), rézna od zera

_jest pierwiastkiem réwnania i
ax"+a, x"'+..+a,x+a,=0

o wspblczynnikach calkowitych, przy czym ao*a,# 0, to p jest podzielnikiem wyrazu
wolnego a,, natomiast q jest- podzielnikiem wspdlczynnika a,.
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Dowéd tego twierdzenia pomijamy.

Ostatnie twierdzenie wskazuje, 2e za pomoca skoriczonej liczby préb mozemy
znalez¢ wszystkie pierwiastki wymierne réwnania algebraicznego o wspdiczynnikach
catkowitych. Préb tych moze by¢ jednak bardzo duzo, a kazda'z nich moze by¢
rachunkowo ucigzliwa. Ponadto réwnanie moze mie¢ pierwiastki niewymierne, kto-
rych w powyzszy spos6b nie wyznaczymy. Z tego wzgledu przy rozwigzywaniu row-
nan wyzszych stopni uzywa si¢ zwykle metod przyblizonych, o ktérych bedzie mowa
w rozdz. X.

 Podamy teraz kilka przykladéw, na ktorych objasnimy niektére specjalne spo-
. soby rozwiazywania rownan algebraicznych.

- Przyklad **, Rozwiaza¢ réwnanie
x*+ax3+bx*+ax+1=0 (36.9)
gdzie a i b sa to liczby dane.

Rozwigzanie. Zwracamy uwage, ze wspolczynnik przy x* jest réwny 1 —
czyli wyrazowi a,, za§ wspélczynnik przy x* jest réwny a — czyli wspélczynnikowi
przy x. Mamy wiec

g = Qg dia k = 0,1 ,2, 3,4

' 'Réwnanie (36.9) jest tzw. réwnaniem zwrotnym czwartego stopnia. Mozna je sprowa-
dzié do réwnania kwadratowego wzgledem pomocniczej niewiadomej

1
Zmxt (36.10)

!

W tym celu dzielimy réwnanie (36.9) obustronnie przez x*. Poniewaz liczba 0 nie
spelnia réwnania (36.9), wiec dostajemy réwnanie

|

Mo
x2+ax+b+ +—5=0
X

e

ktére jest mu réwnowazne. Przeksztalcamy to réwnanie do postaci
I\? 1
(x+ —) +a(x+ —) +b-2=0
: x X
ainastgpnie korzystamy- z podstawienia (36.10). Stad

z24+az+b-2=0 (36.11)

Réwnanie (36.11) rozwiazujemy w znany sposéb. Jezeli nie ma ono pierwiastkow,
to réwnanie (36.9) takze ich nie ma. Jezeli réwnanie (36.11) ma pierwiastek podwdj-
ny albo dwa rézne pierwiastki, to odpowiadajace im rozwiazania réwnania (36.9)
. znajdujemy z zaleznoéci (36.10), czyli z réwnania x> —zx+1 = 0, w ktérym niewia-
doma jest x. :

Przyklad **. Rozwiazaé réwnanie 2x°+5x*+11x3+414x24+11x+5 = 0.

Rozwiazanie. Spostrzegamy, Ze suma wspolczynnikéw przy parzystych po-
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tegach x oraz wyrazu wolnego réwna jest sumie wspélczynnikéw pfzy potegach
nieparzystych:
2+4+11+11 =5+14+45

Wynika stad, ze jednym z pierwiastkw réwnania jest liczba x; = —1. Dzielac lewa
strone danego réwnania przez (x+1) otrzymamy 2x*+3x>+8x?+6x+5. Wielo-
mian ten roztozymy na czynniki drugiego stopnia

2x*+3x3+8x24+6x+5 = x2(2x% +x+5)+x (x> +x+5)+
+(2x2+x+5) = 2x*+x+5) (x* +x+1)

Tréjmiany 2x2+x+5 oraz x*+x+1 nie maja pierwiastkow.
Odp. x;i==1.

Pytania i zadania

1. Jakie réwnanie nazywamy rownaniem algebraicznym stopnia n?

2. Podaé twierdzenie a) o liczbie pierwiastkéw, b) o rozkladzie na czynniki
liniowe, ¢) o rozkladzie wielomianu na czynniki.

3. Czy réwnanie trzeciego stopnia moze mie¢ pig¢ pierwiastkdw ?

4. Czy réwnanie pigtego stopnia moze mie¢ trzy pierwiastki?

5. Czy réwnanie trzeciego stopnia moze nie mie¢ pierwiastkéw ?

6. Czy réwnanie czwartego stopnia moZe.nie mie¢ pierwiastkéw?

7. Co to jest r-krotny pierwiastek réwnania?

8. Podaé¢ przyklad réwnania, ktére ma dwa pierwiastki podwdjne i jeden

pierwiastek potrdjny.

9** Podaé twierdzenie ulatwiajace znajdowanie pierwiastkéw wymiernych
réwnania o wspodtczynnikach catkowitych. ,

10. Rozwigzaé réwnania:

a) x*—5x3+x2+11x+4 =0, b) x*—2x2+3x—6=0,
c) x*—2x3+2x—-1=0, d) x*—2x2-5x+6=0,
€) x543x*—8x2—9x—3=0. !
11*. Dla jakich wartoéci a i b réwnanie x3+4x*+ax+b = 0 ma podwéjny
pierwiastek x; = 2?
12*. Dowiesé, ze jezeli rownanie x*+px+g = 0 ma pierwiastek podwdjny,

3 2
to (%) + (%) = 0.

13**, Dowies¢, ze réwnanie 2x>—x2—4x+2 = 0 nie ma pierwiastkéw catko-
witych, a nastepnie znalez¢ jego pierwiastek wymierny i rozwigza¢ réw-
nanie.

14**, Rozwigzaé réwnanie 68x®—257x°—257x?+68 = 0.

15*. Rozwigzaé¢ réwnanie (x2—x)? = x2—x+132.

16*. Rozwigza¢ réwnanie x°—9x°+20 = 0.

2Pl X

x*—2x 3

18*. Rozwiazaé réwnanie x*—5x3+6x>—5x+1 = 0.

17*. Rozwigzaé réwnanie
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37. Nieréownosci algebraiczne

Jezeli W (x) oznacza wielomian stopnia n, to nieréwnoéci
s W(x)>0, W(kx)<0, Wx=0, W(x <0 (37.1)
" nazywamy nieréwnosciami algebraicznymi stopnia n. Na przyklad x>+3x—4 <0
~ jest nierownoscia algebraiczng trzeciego stopnia (krétko: nieréwnoscig trzeciego
_ stopnia), x*—1 > 0 jest nieréwnoscia algebraiczng czwartego stopnia, x®—3x+2< 0
jest nieréwnoscia szdostego stopnia itd.
Dotychczas rozwiazywali$my nierownosci stopnia pierwszego (rozdz. IV, p. 25),
oraz nieréwnosci stopnia drugiego (rozdz. V, p. 33). Obecnie podamy przykiady
' rozwiazywania nieréwnosci wyzszych stopni. Bedziemy przy tym korzysta¢ z wia-
‘domosci o wielomianach, ktdre podalismy w punktach 35 i 36.
Przyklad. Rozwigza¢ nier6wno$¢ x3>—2x*44x—3 > 0.
Rozwigzanie. Dznaczamy lewa stron¢ nieréwnosci przez W (x). Poniewaz
W (1) = 0, wigc W (x) dzieli si¢ przez x— 1. Przeprowadzamy to dzielenie i dosta-
jemy iloraz x*—x+3, stad
; X3—2x*+4x -3 = (x—1) (x> —x+3)
Nierownos$¢ dang w- przykladzie mozna wigc zapisa¢ w nastgpujacy sposob:
(x=1)(x*—x+3)>0 (37.2)
Tréjmian x? —x + 3 jest dodatni dla kazdej wartosci x. Znak lewej strony nierdwnosci
(37.2) jest wigc taki, jak znak czynnika (x-1).
Odp. x > 1.
Przyklad. Rozwigza¢ nieréwnosé
(x+2)(x—1)(x—5)>0 (37.3)
Rozwiazanie. Po lewej stronie nieréwnosci znajduje si¢ wielomian trzeciego
stopnia rozloZzony na czynniki stopnia pierwszego. W celu rozwigzania nieréwnosci
(37.3) badamy znaki czynnikow (x+2), (x—1) i (x—5) dla réznych wartosci zmien-
nej x i stad wyznaczamy znak iloczynu. Uzyskane wyniki zapisujemy w tabelce

(tzw. siatka znakéw). Z najnizszej rubryki siatki znakow odczytujemy, Ze nieréwnos¢
jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy —2 < x < 1 lub x > 5.

Tabl. 37-1
i PP R L Tl AR ORI R R
J x+2 A 0 + + + + -
'~ czynniki x—1 e ol e 0 i o it
l x—5 T = it i — 0 :
iloczyn — 0 i 0 — 0 +
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Odp. —2<x<11lub x>35.
Przyklad. Rozwigzaé nieréwnos¢
x*—10x®+35x2 —50x 424 <0 (37.4)
Rozwigzanie. Wielomian znajdujacy si¢ po lewej stronie tej nieréwnosci
ma cztery pierwiastki: 1, 2, 3 i 4, ktére znajdujemy metodami podanymi w p.p. 35
i 36 tego rozdzialu. Nieréwno$¢ (37.4) moZna wigc zapisa¢ tak:
x=D(x-2)(x—3)(x—4) <0
Nastepnie ukladamy siatk¢ znakéw, z ktérej odczytujemy odpowiedz.

Tabl. 37-2

x x<l1j 1 Vi< w2002 ’2<x<3 3 |[3<x<4 4 4<x

x=1 { — 1.0 + 4 + + + + +

SR Woee SRy e 0 ¥ i + M

x=3 | — | — - | - — 0 + + +-

x—4 —_ —_ — - —_— —_ - 0 e
iloczyn + 0 — 1 0 + 0 —_ 0 S

Odp. 1< x<2 lub 3< x< 4.
Przyklad. Rozwigzaé nier6wnosé
x(x2+1)(x—-1)(x-x2-1)>0 (37.5)
~ Rozwigzanie. Czynnik kwadratowy x*+1 jest dodatni dla kazdego x, nato-
miast czynnik kwadkatowy x —x2—1 jest ujemny dla kazdego x. Nieréwnos¢ (37.5)
jest wiec spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy x (x—1) <0, a wiec gdy 0 < x < 1.
Odp. 0 <x < 1.
Podamy teraz przyklady takich nieréwnosci, ktére mozna sprowadzi¢ do réwno-
waznych nieréwnosci algebraicznych.

Przykiad. Rozwigza¢ nieréwnos$¢

v

x+1< (37.6)

x—1
Rozwigzanie
2.

x+1 <—1—¢>x+1— ! <0e> - <0

x—1 x—1 x—1
Poniewaz x2—2 = (x—)/2) (x+}/2), wi¢c ostatecznie nieréwnos¢ (37.6) jest réwno-

wazna nieréwnosci algebraicznej trzeciego stopnia
G+ x—-DE-Y2) <0 :

ktéra rozwigzujemy za pomoca siatki znakéw.
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Tabl. 37-3

x x< —-y2 —}/2_ —}/2_<x<l 1 l<x<}/{ }/i ﬁ<x
i Y2 — 0 + - + +
x—1 T — o 0 i +
—Vz - i LR iy g S B
: ‘iloczyn — 0 -+ 0 —_ 0 +
Odp. x<—y2 lub 1 <x<y2.
Przyklad*. Rozwigzaé¢ nieréwnosé
j 1+x3
B iy 371.7)
Rozwigzanie
x+ !
1+x3 1+x3 1+44x i
it o R ot Thlhe: iy —x<0e—2-—4-<0¢>——;_—_7<0
Pwréwnoﬁé (37.7) jest wigc rownowazna nierbwnosci
(x+2)(x+ )(x 2)<0
j ktdra rozwigzujemy za pomocy siatki znakéw.
i Tabl. 37-4
% 1 1 1
x x<=2] 2 2<x<——| —— |-—<x<2 2 2<x
4 4 4
0 x+2 o 0 + + + +
B .. 0
. x 7 = e &
x—2 £ L L = e 0 +
iloczyn = 0 + 0 — 0 +
Odp. x <—2 Iub ——l—<x<2.
Przykiad*. Rozwiaza¢ uklad nieréwnosci
x2-3x+1 \
—x’_—i— >1 1 X% <4 (378)

175



Rozwigzanie. Przeksztalcamy pierwsza nieréwnos$é

x?—3x+1 x2—3x+1 2—3x
_;i—:l———> 1¢>—le_—1—'—,— —1>0< s i | >0<
2
A 2
R W 0¢(x+l)(x— T)(x—l)<0

Uklad (37.8) jest wiec réwnowazny takiemu ukladowi
(x+1) (x— -—g—) (x-1)<0

x?<4

(31.9)

Pierwsza z nieréwnosci tego uktadu rozwigzujemy za pomoca siatki znakéw; zbiorem-

jej rozwigzan jest suma przedzialéw (—oo; —1) U ( —i— ? l)'. Druga z nieréwnosci

Tabl, 37-5
< —1 1 l<x< o2 2 bl | bk
X X X 3 3 -3— X X
x+1 — 0 + o o & +
2

x—? —_ — —_ 0 + i i
x—1 — — — — — 0 +
iloczyn — 0 i 0 — 0 +

ukladu (37.9) jest speiniona wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—2;2). Zbiorem roz-
wigzan ukladu (37.9) jest iloczyn tych dwdch zbiorow:

i ‘{(-'oo;—i)u(—‘};l)] (-2:2)

 Na rys. 37-1 przedstawiona jest interpretacja geometryczna otrzymanego zbio-
ru rozwigzan.

g ST S e RE
(~o0i=1) (33 i1)

o S S O e
T e e i)

Rys. 37-1

Odp. -2<x<~1 lub—%—<x< 1.

Przyklad®*. Dia jakich wartosci parametru m suma odwrotnosci pierwiastkdw
‘réwnania
x2=2(m=5)x+(m*+3m+2)=0 (37.10)
ma warto§¢ dodatnig?
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}
Rozwiazanie. Rownanie (37.10) ma w ogdle pierwiastki (rézne albo réwne)

tedy i tylko wtedy, gdy jego wyroznik jest nieujemny, wigc

A=4(m—5>*—4(m*+3m+2) =0

tad —13m+23 >0 czyli

(85

3

s 3741
ms ( )
~ Nastgpnie wyrazimy” sume odwrotnosci pierwiastkow rownania (37.10) za po-
" 'moca parametru m. Korzystajac ze wzoréw Viéte'a, dostajemy

1 A e P e

b il X X m?--3m+2

@od warunkiem, ze m?+3m+2+# 0, czyli
m# -1 1 m# -2 (37.12)

W

. Z warunkéw przyktadu mamy
2(m—=Y5)

o 15 g

=

‘“Ta ostatnia nieréwnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci
(m+2)(m+1)(m—5)>0

;fﬁ'térq rozwigzujemy w znany sposob; dostajemy

-2<m<-1 lub m>5 (37.13)

 Suma odwrotnodci pierwiastkéw réwnania (37.10) jest wiec dodatnia wtedy
.1 tylko wtedy, gdy spelnione sa jednocze$nie warunki (37.11) i (37.13), czyli gdy
=2 < m < —1. Warunek (37.12) nie wnosi tu dodatkowych ograniczen.

‘ Odp. -2 <m< —1.

Pytania i zadania

1. Co to jest nieréwno$¢ algebraiczna stopnia n?
2. Czy nieréwnos$¢ stopnia trzeciego moze nie mie¢ rozwiazan?
3. Czy nieréwno$¢ stopnia czwartego moze nie mie¢ rozwigzan?
4. Rozwigza¢ nieréwnosci:

a) x3—-9x2+26x—24 <0,

b) (x=2)(x?+5)(x—3)(x—4)(x-5) <0,

) (dx+1)(x2+1)>0, d) (x2—x+3)(x*—11)>0,

¢) x—g’%w, ) (4 x?+1)(x2~1)<0.

5. Rozwigza¢ nierownosci:
x2+2x-3

O
x?—2x+8

x—3 x—2
x—2 x—1"

>0, b)2-

! e Matematyka y :
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6.  Dla jakich wartosci parametru m nastepujace nieréwnosci sa spetnione dla
kazdego x?
a) x242x+m >0, b) x2+2x+m>10, ¢) mx*+12x-5<0, g
d) x?+(m+2)x+8m+1>0,
e) 5—-m)x*-2(1-m)x+2(1-m) <0,
f) (4—m)x2—3x+m+4>0. v

7*. Niech x; i x, beda pierwiastkami réwnania x2+kx+1 = 0. Znalez¢ wszys-
tkie wartosci k, dla ktorych

2 2 ‘
. (-’“-) + (ﬁ) >1 ‘
! X2 Xy g i
8*. Znalezé wszystkie liczby catkowite, ktére spefniaja nieréwnosé
1 i
frar

9*, Udowodnié, ze zadna liczba catkowita nie spelnia nieréwnosci

e pkirw g ;
x x+1 x+2

10*. Jakie warunki powinna spetniaé liczba m, aby pierwiastki x, i x, rOwnania |
\ i

e +m_+l =x+1
m—1 x

czynily zado$¢ nieréwnosci

E AR 18 e
X1 X2

38. Wielomiah wielu zmiennych : [

Niech 4 i B beda dwoma zbiorami. Wprowédzamy nastgpujace oznaczenie
AxB={(x,y):xcAd i yeB} (38.1)

Zbiér A x B nazywamy iloczynem kartezjariskim zbiorow 4 i B; jest to zbior
. wszystkich par uporzadkowanych (x, y) takich, 2¢ xeA4 i yeB.

Przyklady. Iloczyn kartezjaniski Rx {1} jest zbiorem wszystkich par (x, 1) gdzie
x € R. Obrazem tego zbioru na plaszczyZnie uktadu wspéirzednych OXY jest prosta
o réwnaniu y = 1. Iloczyn {1, 2, 3} x R jest zbiorem wszystkich par (1, »), (2, ),
oraz (3, y), gdzie y € R+. Obrazem geometrycznym sa tu trzy péiproste (rys. 38-1).
Iloczyn R x R jest zbiorem wszystkich par liczb rzeczywistych, wiec obrazem geo-
metrycznym tego zbioru jest cata plaszczyzna ukladu OXY.

Podobnie okreflamy iloczyn kartezjariski trzech albo wigkszej liczby zbioréw.
Na przykiad

AxBxC = {(x,y,z):x€A,” yeB, zeC}



{1.2.3} <R+

Rys. 38-1
o . 5
" Niech D oznacza zbiér par uporzadkowanych (x, ), za§ Z — zbior elementow z.
. Jezeli istnicje odwzorowanie f zbioru D na zbiér Z, to nazywamy je funkcjq
dwdch zmiennych x i y. Piszemy przy tym
“ z=f(x,y) (38.2)
dla (x, y) € D. Zbiér D jest tu dziedzina, za$ zbiér Z — przeciwdziedzina (lub zbio-
rem wartosci) funkcji f. g
 Funkcja (38.2) przyporzadkowuje wige kazdej parze (%, y) € D dokladnie jeden

element z € Z. : X I
 Jezeli x, y i z sa to zmienne liczbowe, wowczas obrazem geometrycznym funkcji

“’,\‘(38.2) jest zbior punktéw, ktéry moze tworzy¢ powierzchnig (rys. 38-2).

Na przykiad funkcja

z=x+y
gdzie (x,y) e RxR przyporzadkowuje kazdej parze liczb rzeczywistych ich sume.
) A oto przykiad z fizyki. Wiadomo, Ze ci$nienie p, objetos¢ V, oraz temperatura
_ bezwzgledna T jednego mola gazu doskonalego zwiazane s3 zaleznoscia pV = RT,
. gdzie R jest tzw. stalg gazowq. Cisnienie p

i f T
b : [ o o
' mozna wiec traktowaé jako warto$é funkcji dwoch zmiennych, a mianowi-
- cie temperatury T i objetosci V.

~ Pole S prostokata jest wartoscig funkeji dwéch zmiennych, a i b, ktéry-
/Tm sg dtugosci bokéw tego prostokata

S=a:b
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Definicja. Jednomian dwéch zmiennych x i y jest to funkcja
7 = axt oyt (x YERXR (38.3)
przy czym n >01 m == 0 sa to liczby calkowne za$ a# 0. Prawa strona réwnosci
(38.3) jest iloczynem dwoch jednomiandéw: ax" i y". W przypadku, gdy n = 0 lub
m = 0, zachowujemy tu umowe dotyczaca rozszerzenia dziedziny jednomianu jed-
nej zmiennej na punkt 0. Dlan = 0ix = O mamy wigcz = ay", dlam =0iy =0
mamy z'='ax", zas dla' n.='m =01 ¥i=y =0 mamy'z — @ s

Liczbe a nazywamy wspdlczynnikiem jednomianu (38.3). Liczbg n+m nazywamy
stopniem tego jednomianu, przy czym n Jest to stopien ze wzglqdu na x, za§ m -— ze
wzgledu na y. :

Funkcje stala z-= 0 nazywamy jednomianem zerowym.

Jednomian zerowy nie ma okreslonego stopnia.

Dwa jednomiany rdznigce si¢ co najwyzej wspolczynnikami nazywamy podob-
nymi. Na przykiad jednomiany 43x?y* oraz 17x2y® sa podobne, natomiast jedno-
miany 4xy oraz 2x%y nie sa podobne.

Jednomian zerowy uwazamy za podobny do kazdego jednomiénu.

Definicja. Funkcje

z2= W (xy) ) (38.4)
gdzie (x, y) e Rx R, przy czym W (x, y) oznacza sumg jednomianéw dwoch zmien-
nych x i y, nazywamy wielomianem tych dwéch zmiennych.

Jednomiany, ktérych suma stanowi wielomian (38.4) nazywamy wyrazami tego

wielomianu.
W dalszym ciggu zakladamy, Zze wielomian (38.4) zostal zredukowany, tzn. ze

nie ma w nim dwéch wyrazéw podobnych. !
Stopier wielomianu jest to najwyzszy ze stopni jego wyrazow. Podobnie, stopien
wielomianu ze wzgledu na jedna ze zmiennych jest to najwyzszy ze stopni jego wyra-
z6w ze wzgledu na t¢ zmienng.
Na przyktad wielomian
z = —3x2p +4x?y—xy+2

jest piatego stopnia, a mianowicie drugiego stopnia ze wzgledu na x i trzeciego
stopnié ze wzgledu na y.

Wielomian W (x, y) nazywamy symetrycznym, gdy

W(x,y) = W(y,x)

dia (x,y) eRxR Na przyklad wielomian W (x,y) = x?+y*—4xy+8 jest syme-
tryczny, poniewaz zastepujac x przez y i y przez x, dostajemy W (y, x) = y?>+ x> —
—4yx+8 = W (x, ).

Rozwazamy takze wielomiany, trzech lub w1¢kszej liczby zmiennych. Na przy-
kiad wielomian trzech zmiennych

u = 13x2yz+5xy> +xyz+6

jest stopnia czwartego: drugiego ze wzgledu na x i na y, za$ pierwszego ze wzgledu
na z. /
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Wielomian nazywamy jednorodnym, gdy wszystkie jego wyrazy s3 tego samego
pnia. Na przyktad :

z=x2y4+x343xy?,  w=x*+y*+zt+x2y?

to wielomiany jednorodne.

Wielomiany »n zmiennych mozna dodawa¢, odejmowa¢ i mnozy¢; w wyniku
kazdego z tych dzialan dostajemy takze wielomian. Iloraz wielomianu przez wielo-
rﬁiian moze nie by¢ wielomianem.

N

Pytania i zadania

1. Co to jest iloczyn kartezjariski dwéch zbioréw ?

2. Podaé okreélenie funkcji dwoch zmiennych, oraz jej interpretacje geome-
tryczna.

3. Co to jest a) jednomian, b) wielomian, dwéch zmiennych?

. Co to jest stopieri a) jednomianu, b) wielomianu?

5. Co to jest stopien ze wzgledu na jedna ze zmiennych a) jednomianu, b) wie-
lomianu? Podaé¢ przyklady.

6. Kiedy wielomian W (x,y) nazywamy a) symetrycznym, b) jednorodnym?
Poda¢ przyktady.

7. Podaé ‘przyklad wielomianu symetrycznego W (x, y) stopnia czwartego.

8. Wielomiany symetryczne: a) x2+y*—xy, b) x3+y3, ¢) x*+y* przeksztal-
cié tak, zeby zmienne x i y wystepowaly tylko w sumie x +y lub w iloczynie
X'y, a nastepnie oznaczy¢ t¢ sume przez u i ten iloczyn przez v. ° °

9. Zapisa¢ w najprostszej postaci iloczyn

&

x=)x+) 2 +y?) (x*+yH) (x* + %)

10. Znalezé obraz geometryczny iloczynu kartez_lansklego a) CxC, b) NxR
¢) {1}x{2,3,4}, d) R+xR..

11. Podaé przyklad funkcji a) dwéch zmiennych, b) trzech zmiennych, z zakresu
geometrii lub fizyki. Jaka jest dziedzina tej funkcji?

39. Uklady rownan algebraicznych

Jezeli A (x,y) i B(x,y) sa wielomianami dwéch zmiennych, to uklad réwnan

A(x,y)=0 } (39.1)
B(x,y) =

nazywamy ukladem dwéch réwnan algebraicznych o dwéch niewiadomych x i y.
Kazda pare liczb (g, b), ktoéra spelnia uklad (39.1) nazywamy rozwiqzaniem tege
uktadu. Rozwiazaé uktad réwnan, tzn. znalezé jego zbidr rozwigzan. Moze to by¢
zbior skonczony, nieskoriczony albo pusty.
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Podobnie okreéla sie uklad réwnai algebraicznych w przypadku wigkszej licz-
by niewiadomych lub réwnan. '

Oméwimy obecnie na przyktadach niektére metody rozwigzywania ukladéw
réwnan algebraicznych.

. Przyklad*. Rozwigzaé¢ ukiad réwnan

3
30 a Syl
ol (39.2)

x+xy+y=0
Rozwiazanie (I sposéb: pod wzgledem logicznym — analiza starozytnych
pod wzgledem rachunkowym —eliminacja jednej niewiadomej). Przypuéémy, Ze pa-
ra liczb (x, y) spetnia uktad (39.2). Z drugiego réwnania wyznaczamy
) ]
X = %y (39.3)
i podstawiamy. do pierwszego réwnania. Po W).'konaniu fatwych rachunkéw dosta-
jemy rownani€ z jedng niewiddoma
4yS+4y*—y>—3y*—3y—1=0 (394)

Jezeli wiec para (x, y) spetnia uktad (39.2), to liczba y spelnia réwnanie (39.4).
W tej fazie rozwiazywania niewiadoma x zostala wyeliminowana. Rozwigzemy
réwnanie (39.4). Na podstawie twierdzenia podanego na str. 169 pierwiastkami cat-
kowitymi tego réwnania moga by¢ tylko liczby /

-1 i +1.

Sprawdzamy, ze liczba y, = —1 spelnia réwnanie (39.4). Dzielimy wi¢c lewa strong
tego rownania przez y+ 1. Dostajemy 4y*—y?—2y—1. W celu znalezienia nastgp-
nych pierwiastkéw réwnania (39.4), nalezy rozwigzaé réwnanie 4y*—y>—2y—1 = 0,
ktére mozna zapisa¢ w postaci

2y —(y+1)2=0, czyli @Ey*+y+1)Q2y*-y-1)=0

Poniewaz tréjmian 2y +y+ 1 nie ma pierwiastkéw, za$ tréjmian 2y*>—y—1 ma dwa

pierwiastki: y, = 1 oraz y; = —~1—, wiec ostatecznie réwnanie (39.4) ma 3 pier-
wiastki 7 1

Fy > 2 ’ 3 2
Powracamy teraz do réwnania (39.3). Liczbie y; = —1 nie odpowiada Zzadna war-
to§¢ x, natomiast liczbom y, =1, oraz y; = — % odpoiwiadajq odpowiednio
X; = — —;A, oraz x; = 1. Uklad (39.2) moze wigc mie¢ co najwyzej dwa rozwiaza-

nia: (—% ; 1) oraz (1, — %) Kazda z tych par liczb sprawdzamy (analiza sta-
rozytnych) podstawiajac do ukladu (39.2). W obu przypadkach sprawdzenie daje

wynik pozytywny.
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‘ Rozwiazanie (IT sposéb: pod wzgledem .Iogicznym — metoda réwnan réw-
' nowaznych, pod wzglgdem rachunkowym — eliminacja jednej niewiadomej).
Uklad (39.2) jest réwnowazny uktadowi
x3+x3y3 4y = -%—
(39.5)
st
1+y
Istotnie, kazda para liczb spelniajaca uklad (39.2) spelnia takze uklad (39.5) i na
‘odwrét, gdyz zastapienie réwnania x+xy+y = 0 réwnaniem x = l"—+’; wyklu-
cza tylko warto$¢ y = —1, czyli wyklucza pary (x, —1), xe R, za$ 2adna z takich
par nie spelnia ukladu (39.2). Uklad (39.5) jest z kolei réwnowazny ukladowi
et
1+y (39.6)
4y5+4y*—y3—-3y?-3y—1=0
przy czym drugie z réwnar tego ukladu jest takie same jak réwnanie (39.4) i dosta-
jemy je w ten sam sposéb. Uklad (39.6) rozwiazujemy tak samo jak poprzednim
sposobem. Dostajemy dwie pary liczb ( - %, 1) oraz ( 1, — %) , ktére z uwagi na

‘rléwnowaznoéé uktadéw (39.6) i (39.2), sa szukanymi rozwigzaniami tego drugiego
ukiadu.

Rozwigzanie (III sposéb: pod wzgledem logicznym — metoda réwnan réw-
nowaznych, pod wzgledem rachunkowym — metoda pomocniczych mew1adomych)
Wprowadzamy pomocnicze niewiadome u i v
y x+y=u } (39.7)
Xoy="9
Poniewaz
X420+ = (x+)) (P —xy+y) +x%y° =
= (x+y) [(x+y)* = 3xy]+(xy)* =
= u(u?-3v)+v3
oraz x+xy+y = u+v, wigc ukltad (39.2) mozna zapisaé tak:

w03 —-3uv = l (39.8)
u+v=0 [ :
Uklad (39.8) rozwiazujemy metoda eliminacji; z drugiego réwnania wyznaczamy
u = —vi podstawiamy do pierwszego réwnania. Stad 3v? = —:— ,czylivg = — —;— .
;.v, S —;— . Nastepnie obliczamy u; = % iu, = — % . W ten sposéb otrzymaliSmy
dwa rozwiazania
A ) T
| (-2 2) (z>-3)
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ukiadu (39.8). Kazdej z tych dwéch par liczb odpowiada inny uktad réwnan (39.7).
Uklad (39.2) jest zatem réwnowazny alternatywie dwdch ukladow !

1 ( 1
,X+_}’=—7 x/+y— —2"
- e 1 . —_1
ol i ol

Pierwszy z tych ukladéw nie ma rozwiazania, natomiast drugi ma dwa rozwiazania:
(l, - %) oraz (—— % ‘ 1), ktére sa jednocze$nie jedynymi rozwigzaniami ukiadu

(39.2).

1 1
, Odp. (—7,1), (1, —5).

Uwaga. Jezeli wielomiany A(x, y) i B(x, y) sa symetryczne (str. 180)
to uklad (39.1) nazywamy uktadem symetrycznym. Takim jest na przyklad
uktad (39.2). Uklad symetryczny mozna rozwigzywaé¢ wprowadzajac po-
mochicze niewiadome u = r+y i v = x - y, poniewaz kazdy wielomian sy-
metryczny W(x, y) daje si¢ przedstawi¢ w postaci wielomianu zmiennych
u i v. Dowéd tego faktu pomijamy.

4 4 __
Xty } (39.9)

x+y=1
Rozwiazanie. Jezeli uklad ma rozwiazanie (x, ), to (x+»)* = 1, czyli x*+
+4x3y+6x2y* +4xy>+y* = 1. Biorgc pod uwage pierwsze z rownar (39.9) otrzy-
mamy 4x3y+6x%y?+4xy® = 0. Ostatnie rownanie dzielimy obustronnie przez 2,
skad
2x3y+3x2y2+2xy3 =0 (39.10)
czyli :
xy(2x2+3xy+2y*) =0 (39.11)
Biorac pod uwage x = 0 stwierdzamy, ze para (0, 1) spetnia ukfad (39.9). Dla
y = 0 otrzymujemy drugie rozwiazanie ukladu, a mianowicie (1, 0). Jezeli xy # 0,
to dzielac rownanie (39.11) przez xy* otrzymamy

2 V .
2(1) b Bl B (39.12)
y y

Lewa strona tego réwnania jest dodatnia dla wszystkich wartosci x i y# 0.

Sprawdzenie par (0, 1) i (1,0) wykonaliSmy juz w trakcie rozwiazywania.

Odp. (0, 1), (1,0). s
Przyklad*. Rozwiaza¢ uklad réwnan
G 2 N
ey e 3 } (39.13)
x+y)(x*+y?) =15

Rozwiazanie. Jezeli x = 0, to z pierwszego réwnania otrzymamy warunek
13 = 3, natomiast z drugiego warunek y3 = 15. Warunki te sg sprzeczne. Nie istnie-
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" je wigc para (0, »), ktéra bylaby rozwiazaniem ukladu (39.13). Mozemy wigc w dal-
szym ciagu poszukiwaé rozwiazan tego ukladu wérdd takich par (x, y), dla ktérych
x # 0.

Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma ¢:

s
(= T (39.14)
Podstawiamy do kazdego z réwnan ukladu (39.13) y = tx i wylaczamy x przed
nawias

& »(A-n(1-r*)= 3 } (39.15)

XA+ +1?) =15

Mnozymy obie strony pierwszego z otrzymanych rownan przez 5, poréwnujemy
lewe strony i dzielimy obustronnie przez x*, skad -

51— =1 +)(1+8) (39.16)

\
Otrzymane réwnanie ma pierwiastek ¢#; = —1. Aby wyznaczy¢ pozostale pier-

wiastki (jezeli istnieja), dzielimy réwnanie obustronnie przez 1+tf. Otrzymamy
5(1—1)® = 1+1¢?, czyli réwnanie kwadratowe 2¢>—5t4+2 = 0. Stad 1, = 2,1, = ;

Podstawiajac do pierwszego z réownan (39.15) ¢ = t; = —1 otrzymamy 0 = 3,
a wigc sprzecznosé.

Podstawiajac ¢ = ¢, = 2 dostajemy x3-3 = 3, czyli x, = i. Poniewaz y = tx,
wiec y; = t, x; = 2:1 = 2. Otrzymaliémy wigc par¢ liczb (1,2), ktdéra spetnia
.uktad (39.13), co sprawdzamy bezposrednio.

Podstawiajac do pierwszego z réwnan (39.15) t = t3 = — otrzymamy o

3,
) 8
=3 iczylt 'x, = 2. Obliczamy 'y, = 13 x5 =1, Sprawdzamy, Ze para (2, 1) spetnia
uktad (39.13).

Odp. (2, 1), (1,2).

Uwaga. Podstawienie (39.14) jest korzystne woéwczas, gdy wszystkie wyrazy
zawierajace nieviadome s w obu réwnaniach jednomianami tego samego stopnia.

Przyklad*. Rozwiaza¢ uklad réwnan
/ B i
TV3y-3Vxy= 4 (39.17)
x+y =20

Rozwiazanie. Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma u =6|/xy.' Pierwsze
z réwnan ukladu przyjmie wigc postaé

~Tur44=0 , (39.18)

Roéwnante (39.18) ma pierwiastek u; = 1. Dzielac lewa strone tego réwnania przez
u—1 otrzymamy 3u? —4u—4. Réwnanie 3> —4u—4/= 0 ma dwa pierwiastki s =

=2,u; = —% Pierwiastek u#; pomijamy, poniewaz l/xy 0. Stad y Xy = 1
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czyli xy = 1, albo ?"357 = 2, czyli xy = 64. Uklad (39.17) jest wigc réwnowazny

alternatywie ukladow
fapi=a ‘xy =64
()
x+y=20} x+y=20 {n

Uktady (I) i (II) rozwiazujemy w znany sposob.

0dp. (10-3 V11, 10+31/11), (10+3 V11, 10=3 }/11), (4, 16), (16, 4).

Podamy teraz przyklady rozwigzywania ukladow trzech réwnan algebraicznych
o trzech niewiadomych. Uklady takie powstaja na skutek przyréwnania do zera
trzech wielomianéw trzech zmiennych.

Przyklad*. Rozwigza¢ ukiad réwnan

x+y+z= 36
xy =108 (39.19)
x2+yt= z?

Rozwigzanie. Traktujemy trojke uporzadkowana (x, y, z) za trojke liczb sta-
nowiaca rozwiazanie ukladu. Zakladamy wigc, ze dany uklad ma rozwigzanie.
Wyznaczamy z pierwszego roéwnania z = 36—x—y i podstawiamy do trzeciego
réwnania. Po redukcji otrzymamy xy—36x—36y+648 = 0. Liczby xi y spetniaja
wiec nastepujacy uklad dwoch réwnan:
xy = 108 } 5
xy—36x—36y+648 = 0 S
Kazda para (x,y) spetniajaca uklad (39.20) spetnia takze uklad

' xy =108 \
x+y= 21|
powstaly przez zastapienie iloczynu xy w drugim z réwnan (39.20) przez 108. Otrzy-
many uklad réwnan rozwiazujemy w znany sposéb. Ma on dwa rozwiazania: (9, 12)
i (12,9). Z zaleznosci z = 36— x —y obliczamy odpowiadajace tym parom wartosci z.
Otrzymamy w ten sposéb dwie tréjki liczb; (9, 12, 15) i (12, 9, 15), ktére moga by¢
rozwiazaniami ukladu (39.19). Sprawdzamy, ze kazda z tych tréjek jest istotnie
rozwigzaniem tego ukladu.

Odp. (9, 12, 15), (12,9, 15).

Uwaga. Uklad (39.19) jest symetryczny ze wzgledu na x i y. Wprowadzajac
nowe niewiadome u = x+y oraz v = x-y dostajemy atwy do rozwigzania ukiad
réwnan ;

u+z= 36
= 108

u?—-20 = z>

Pozostawiamy czytelnikowi rozwigzanie ukladu (39.19) ta metoda.
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Przykiad*. Rozwiaza¢ uklad réwnan -

1008 3 £

By
3y—4z—4yz=0

xy+10yz—5xyz =0

(39.21)

Rozwiazanie. Rozwigzan poszukujemy wsrod tréjek liczb (x, y, z) réznych
od zera. Uklad (39.21) przepiszemy nastgpujaco:

10 dgwikis a8
3 Vi 2ilaiad
PRI Be 0 O (39.22)
v z
il 54
X |

Uu=—, v=—, rw=;— (39.23)

| ~ ktére pozwalaja sprowadzi¢ uklad (39.22) do ukladu trzech réwnan pierwszego
stopnia o trzech niewiadomych

3 13
3 u+d0— T G .
—4v+3w = 4 it
10u+w =35

Wyznaczamy z trzeciego réwnania w = 5—10u i podstawiamy do pierwszego
i drugiego rownania. Po redukcji otrzymamy

110u+ 300 = 71 l
Ou+dv=11 |

Uktad ten ma dokladnie jedno rozwiazanie «115— y2) . Stad w= 4. Sprawdza-

(39.25)

my ze trojka liczb (ﬁ 2 4) spelnia uklad (39.24). Wartosci x, y i z obliczamy

z zaleznosci (39.23).
; 1 1
Pytania i zadania
1. Co to jest uklad réwnan algebraicznych? Podaé przykiady.

2. Rozwiaza¢ uklady réwnan:
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) s | 3
e— = diny
2 y4._'x4=15 b) X g & 3i/;+i'y=4
rexcia R
o My A
xs—y3=19(x—y)} Ly 3% Sxy iyt = 38
x3+y? =T(x+y) 5x2—9xy—3y* =15

3*, Rozwiazac qklady réwnan-

x+y+z= 6 x+y+z =14
b){

a) ¢ xy+yz—xz= 5 Xyz =170
x4 yi42? =14 e L
x+y+z= 0 x2 4y 422 =66

c)} x*+y*+z2=26 d) Lyl = 1
x34+y3+23=36 x+y+z=12
x2+y2+xy =37 x+y+z=1

e) 4 x24z2pxz =28 of) {0 xI iz e ]
Y4ty =19 x3+y? 4z =01

¢

4**, Rozwigzaé uklady réwnan:

x=2(x+‘\'+z)3;/xy: .\‘-*l‘)_'+,. =
ANy =3(x+y+2) 3|/x_\': DM S
s=d(+r+)Yr Vx+yv+yz= 4

5. Obliczy¢ diugoici bokow trojkata prostokatnego. jezeli jego obwdd wynosi
70 cm, a pole 210 cm?.

40. Funkcje wymierne

Niech L (x) i M (x) oznaczajg dwa wiclémiany (M (x) # 0) zmicnnej rzeczywi-
stej x, za$ Z - zbiér punktow zerowych wielomianu M (v).
Funkcje !
g1 2 16,
Gk ; 40.1
N M (x) ( )
okreslona w zbiorze R - Z, nazywamy funkcjq wymiernq zmiennej x. Na przyktad

S | Xl

£}

X 2 x

sy to funkcje wvmierne; dziedzing pierwszej z nich jest zbior R — {—1, +1}, dru-
giej i trzeciej natomiast — zbior R --- {0}.
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Kazdy wielomian jest funkcja wymierna, gdyz

W= L@=wE, M@=1

Cialo funkcji wymiernych**. W zbiorze funkcji wymiernych zmiennej x okreslone
sa cztery dzialania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz odwrotne do nich —
odejmowanie i dzielenie (z wyjatkiem dzielenia przez funkcje réwna tozsamosciowo
zeru). Dodawanie oraz mnozenie s przy tym przemienne i Iqczne, a ponadto mnoze-
nie jest rozdzielne wzgledem dodawania. W zbiorze funkcji wymiernych istnieje mo-
dul dodawania f(x) = 0 oraz modul mnozenia f(x) = 1. Zbiér spelniajacy wymie-
nione tu warunki, nazywamy cialem. Zbiér funkcji wymiernych jednej zmien-
nej x tworzy wiec ciato.**

Zwracamy uwage na gleboka analogi¢ migdzy zbiorami liczbowymi C oraz W
z jednej strony, a zbiorami: wielomianéw oraz funkcji wymiernych z drugiej strony.
W zbiorze wielomianéw, podobnie jak w zbiorze C, wykonalne sa:.dodawanie, odej-
mowanie i mnozenie, natomiast dzielenie nie zawsze jest wykonalne. W zbiorze fun-
keji wymiernych, podobnie jak w zbiorze W, wykonalne sa natomiast wszystkie
cztery dzialania arytmetyczne, (z wyjatkiem dzielenia przez 0). Pomiewaz w' zbio-
rze funkcji wymiernych wykonujemy dziatania analogiczne do dzialari w, zbio-
rze W, przyjeto tu postugiwac si¢ terminami zaczerpnietymi z arytmetyki liczb wy-
miernych, w szczegdlnosci za§ — z nauki o utamkach. Iloraz po prawej stronie réw-
nosci (40.1) nazywamy wigc utamkiem, wielomian L (x) — licznikiem, za$§ wielomian
M (x) — mianownikiem tego ulamka. Przeksztalcajac funkcj¢ wymierna uzywamy

termindw skracanie utamka, np.

xhmin ) (% IR L) i

X2 x2+1 s

oraz rozszerzanie utamka i sprowadzanie do wspdlnego mianownika, np.

L+ Lo 2 i X e 2
X e T e R O (e Y e (6 0)

Funkcja homograficzna jest to funkcja wymierna zmiennej x okreslona wzorem

ax+b ;
Tiextd s

gdy wspdiczynniki a, b, ¢ i d spelniaja warunek

il D - (40.3)
c A

Jezeli ¢ = 0, to funkcja (40.2) jest liniowa, okreslona w zbiorze R. Jezeli ¢ # 0,

. to dziedzing funkcji homograficznej jest zbiér R— {——} Na przyklad

x+1 Ll DX
x+2° e

=2, d=1y (b=c=1 =b=¢= =-5, c=2
SO e T i

1
y =2, y=—, 7=



sa to funkcje homograficzne, za§ funkcja

G2xhd
i o ‘ (40.4)
nie jest homograficzna, gdyz nie jest spetniony warunek (40.3). Funkcja (40.4)
jest okreslona w dziedzinie R— ] — % i ma stalg warto$¢ y = %
Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola lub prosta.
Przyklad. Wykresli¢ funkcje
pem]
ey (40.5)
Rozwiazanie. Réwnosé (40.5) przeksztalcamy do postaci
-2
POl

a nastepnie wprowadzamy nowe zmienne: x' = x+1, ' = y—1. Mamy wigc

ik hd
= 40.
Yoo (40.6)
Poniewaz wykres funkcji (40.6) potrafimy sporzadzi¢ (cz. 1, str. 75), wigc umieszcza-
jac na plaszczyznie dwa uklady wspétrzednych: OXY i O'X'Y’ oraz rysujac w dru-
gim z nich hiperbol¢ o réwnaniu (40.6), otrzymamy szukany wykres funkcji (40.5).

Odp. Rys. 40-1.

YR
Xl
Y=x+1
s i
. n X
iRk B %
f X,
—2. o/
7

Rys. 40-1

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja wymierna?
2. Oméwié¢ analogie migdzy zbiorem W oraz zblorem funkcji
wymiernych.
3. Co to jest funkcja homograficzna i jaki jest jej wykres?
4. Wykresli¢ funkcje:
x+2 3x—8 —-x+2

e e e
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Odpowiedzi do rozdziatu VI
. 35,
2l. a) —3, b) —5, ©) —5, d) Y27, ¢ —y2~1.
23, a) 2x3—5x242x—15, b) x5 —3x*411x*—14x2416x+3, c¢) 3x° —x*+ x>+
+7x2—6x+8, d) x*+8x>—64x—64.

24. a) x*—2x>+x—3, b) x>+6x2+6x+5, c) x*4x+1, d) -—2x2+2x—-—;—,

e) x—1, f) x24-2x—15. 27%. a=21,. b=20, £==10, 28*, 3b = q?
v 27c =g 32%, 3x—1. 3% a=b=1. g

36.
3. nie. 4. tak. 8. nie. 6. tak. 10. a) x, = —1, X: — 4,
Xs=1-y2, x=1+y2Z, byx,=2 ) x=—1, x,=1(potrsjny),
d) x; =1, X =—2, X3=3, e) x; = —1 (potrdjny), x, = —}/3,

x3=)3. ' N*a=-28, b=32 l3"‘.x1=—;-, X =—V2 x=y2

14%*, Xy = — =

6% x, = V& x=V5, 1. x=—1, x=V6 18 x =253,
Xy = 2+l/_3—-

X3 = —2, lixg==2 1 I8¢ x 3 x =4,

37.
2.nie. 3.tak. 4 a)x<2lub3<x<4,b)2<x<3lubd<x<s5,

c)x>%,d)x<—Vﬁlubx>1/Tl,e)0<x<2lubx>5,f)—l<x<1.

BS.0)x< 3lbx>1Ll<y<2lbss?2 Gamoi, Dym>il,

2
L o
) m<—72 d)0<m<28 e m>9,f) —%53<m<%.

T* k< —2lubk > 2. 8*. wszystkie liczby catkowite n < 2, z wyjatkiem minus je-
¢ 3
dnodci. 10*, —

<m<-—1lb0<m<1.

5
38. g
8. a) u>—3v, b) u®—3uw, ) u*—4uv+202. 9, x16—y16,
' 39,

2. 2) (1,2, b) 2. 1), (1,2), ) @7, 1), (1, 27), &) 0,0 ¢/7,VD, (—VT, V7,
(1/19,—V/19), (=19, Y19), (3, 2), (=3, —2), 2, 3), (—2, —3),¢) (3, 1), (—3, —1).
, 3..8) (l’ 29 3)1 (3! 21 1)9 b) (29 59 7)’ (79 59 2)! C) (49 _39 -1), (_31 4, _1)1 (_1’49 _3),

(4’ —l’ _3);(""]’ _394)’ (-33 _19 4)’ d) (l, 7’ 4)’ (19 49 7)’ C) (4, 31 2)’ (49 _31 _2)!

(ﬂ;/_? V3 _813{3), (_ 1031/5,_ﬁ %) £)(0,0, 1), (0, 1,0),

T R
(1,0,0). 4".a)( ),(0,0,0), b) (1,1,4), (1,4,1),

1 1 2
93 6¥3 93

(4,1,1). 5 20cm, 21 cm, 29 cm.




Rozdgziat VII

CIAGI LICZBOWE

41. Pojecie ciggu

Definicja. Cigg nieskoriczony (krétko: ciqg) jest to funkcja f, ktora odwzorowuje
zbiér N liczb naturalnych w pewien niepusty zbiér Y.

Wartosé f(n) funkcji f dla argumentu n nazywamy n-tym wyrazem' ciqgu i ozna-
czamy przez a,, za$ sam ciag przez (a,) lub (a4, a3, a3, i

Na przyktad (n) oznacza ciag liczb naturalnych:

Wi, 2,30 @1.1)

Ciag ten odwzorowuje tozsamosciowo zbiér N na zbiér ¥ = N.

Niech K, oznacza kule o promieniu » i o §rodku w ustalonym punkcie P. Ciag
(K,) odwzorowuje zbiér N w zbiér ¥ kul o wspdlnym $rodku P i o promieniach
bedacych liczbami naturalnymi. by

Definicja. Cigg skoriczony k — wyrazowy jest to funkcja f, ktdra odwzorowuje
zbiér {1,2, ..., k} w pewien niepusty zbidr Y.
Ciag skoniczony oznaczamy (a,) lub (ay; g, ..., &), przy czym a, oznacza f(n),
dlan=12..,k
- Na przyklad para wspéirzednych (x, y) punktu na plaszczyznie jest ciagiem
2—wyrazowym, przy czym a; = X, d, = ).
W pojeciu ciagu istotne sa nie tylko jego wyrazy, lecz takze kolejnoS¢ tych wyra-
ZO6W. :
Kazdy ciag skoficzony ma wyraz pierwszy i ma wyraz ostatni, natomiast ciag
nieskoriczony ma wyraz pierwszy, lecz nie ma wyrazu ostatniego.
" Ciag nazywamy liczbowym, jeZeli jego wyrazy sa liczbami.
Na przyklad ciag (41.1) jest ciagiem liczbowym.
Ciag liczbowy moze byé okreslony za pomoca wzoru wyrazajacego a, w zalez-
nosci od n. Na przyklad wzé:

1
T
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okresla ciag (i—) ; ;:zyli
0,33 o @)

Na rys. 41-1 znajduje si¢ wykres tego ciagu; skiada sig¢ on z'poje_dynczych punk-
tow. ; /

) Wuykres ciagu / i ’
7;——1'
|
b B0, P
14E l_ ¥
s T o o o, A
' __T_—_ fom oy o U
| 1 I -T T b W
0 1 U 4 LY
Rys. 41-1

Wzor na n-ty wyraz ciggu moze wyrazac g, w zaleznosci od jednego lub wigkszej
liczby wyrazéw o numerach mniejszych niz n; jest to tzw. wzdr rekurencyjny.

Ciag liczbowy moze byé okreslony za pomoca wzoru rekurencyjnego na dy, oraz
odpowiedniej liczby wyrazow poczatkowych. Na przyktad wzor

1
Gy= 5 @s+a), dla n>3

oraz wyrazy a, = I i a, = 5, okreslaja ciag
& e il

Ciggi mcaotoniczne. Ciagiem rosnqcym nazywamy taki ciag (a,), w ktorym
kazdy wyraz nastepny jest wigkszy od poprzedniego, tzn
. By 0 )

. dla kazdego n, gdy cigg jest nleskonczony, za§ dla kazdego n < k—1, gdy éiag
jest k — 'wyrazowy.
Na przyklad ciag (1, 3, 5) jest rosnacy, pomewat 3—1>0i5-3>0. Ciag

nieskoniczony (ﬂT) takze jest rosnacy; poniewaz dla kazdego naturalnego n

n+l_ i 1 50
n+2 n+l  (n+2)(n+1)

Apiy—dp =

Ciagiem. malejgcym nazywamy taki ciag (a,), w ktorym kazdy wyraz nastc-
.pny jest mniejszy od poprzedniego; tzn.
Apyy—dp <0 (41‘4)

. dla kazdego n, gdy ciag jest meskonczony, za$ dla kazdego n << k—1, gdy ciag jest
 k — wyrazowy.

' 13 Matematyka i
<
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Na przykiad ciag (41.2) jest malejacy, bo dla kazdego n mamy:

Wi—a MR St s s G <0
A Thmrd n - (n+1)n

Jezeli zamiast nieréwnosci mocnej (41.3) spetniona jest nieréwnosé staba g, §
—a, > 0, to ciag (a,) nazywamy niemalejgcym. Na przyklad ciag ( [%] + 1) o

H22%%00 » a1.5)
jest niemalejacy. Podobnie, jezeli zamiast nierdwnosci mocnej (41.4) spetniona jest
nieréownos¢é staba a,,+1 a, <0, to ciag (a,) nazywamy meroancym Na przyktad

cu (-[]) -

jest nierosnacy.

Kazdy ciag rosnacy jest niemalejacym i kazdy ciag malejacy jest
nierosnacym.

Cigqg monotoniczny jest to ciag memalejqcy lub nierosnacy.

Ciagi (41.2), (41.5) i (41.6) sa monotoniczne. Przykltadem cnagu ktdry nie jest
monotoniczny jest ciag ’

(=", czyli (-1,+1,-1,..)
Jezeli dla kazdego n mamy a, = const = g, to ciag (a,), czyli

(10,0, 1, =18y * ol AL e

(aa, 8,0

nazywamy ciqgiem stalym. Ten ciag jest niemalejacy i jednoczesnie nierosnacy

Pytania i zadania

Co to jest ciag ‘nieskoriczony? Podaé przyklad.
Co to jest ciag skonczony? Podaé przyklad.
Co to jest ciag liczbowy ? Podaé przyktad.
Napisac kilka poczatkowych wyrazdéw ciagu, jezeli:

e

a) a,= b) b,,=n—%, c) c,=n{1-(-1)],

n

n2+1’
d)ay—as =1, a=a, ia, ¢ dlain 3
a nastgpnie sporzadzi¢ wykres tego ciagu.

5. Co to jest ciag a) rosnacy, b) malejacy, c) niemalejacy, d) nierosnacy, ¢) mo-
notoniczny ? Poda¢ przyklady.

6. Udowodni¢, Ze ciag ( o 1) jest rosnacy. Czy ciag ten jest niemalejacy?

7*. Podaé przyklad ciagu nieskoriczonego, ktdry jest rosnacy i ktérego wszyst-
kie wyrazy sa ujemne.

8*. Poda¢ przykiad ciagu nieskoriczonego, ktéry jest malejacy i ktérego kazdy
wyraz a, spetnia warunek 1 < aq, < 2.
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42, Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna (zwana tez indukcja zupelnq) jest to metoda dowodzenia
twierdzeri o liczbach naturalnych.

Niech T (n) oznacza forme zdaniowa zmiennej n, okreslong w dziedzinie N. Jezeli
w miejsce n podstawimy dowolna liczbg naturalna, to 7 (n) stanie si¢ zdaniem praw-
dziwym albo falszywym, zaleznie od wartosci n. Jezeli, na przyklad T (n) oznacza
wypowiedz: ,,n jest podzielne przez 3”, to T'(6) jest zdaniem prawdziwym, natomiast
T (7) jest zdaniem falszywym. Jezeli T (n) oznacza nieréwno$¢ n < n?, to T (n) jest
zdaniem prawdziwym dla kazdej liczby naturalnej wigkszej od 1, natomiast zdanie
T(1) jest falszywe.

Metoda indukcji matematycznej opiera si¢ na nastepujacej zasadzie:

Zasada indukcji matematycznej. Jezeli

1° istnieje taka liczba naturalna no, 2e T (no) jest zdaniem prawdziwym,

2° dla kazdej liczby naturalnej n > no prawdziwa jest implikacja T' (n) = T (n+1),
to T (n) jest zdaniem prawdziwym ‘dla kazdej liczby naturalnej n >

Przyklad. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n >3 spe!niona jest nie-

s 2> @2.1)

"Rozwiazanie. Nieréwno$é (42.1) jest tu forma zdaniowa T (n), no = 3.

1° Dla n = 3 nieréwno$é¢ (42.1) jest prawdziwa, poniewaz 2> =8 > 2:3 =6.
T (3) jest wigc zdaniem prawdziwym.

2° Zalézmy, ze nier6wno$¢ (42.1) jest prawdz:wa dla liczby naturalnej n > 3.
Mnozac te nieréwnoéé obustronnie przez 2 dostajemy 2-2" >2-2n, czyli 2"+' >
> 2n+2n. Poniewaz dla kazdego n >3 mamy 2n > 2, wiec 2n+2n >2n+2 =
= 2 (n+1). Stad ostatecznie

2"+ > 2 (n+1) 42.2)
Nieréwnoéé ta oznacza prawdziwoéé zdania T (n+1). Wykazaliémy zatem, ze dla
kazdej liczby naturalnej n > 3 prawdziwa jest implikacja T (n) = T (n+1), gdyz
z prawdziwoici jej poprzednika ‘wynika prawdziwo$¢ nastepnika.

Poniewaz zalozenia 1° i 2° zasady indukcji matematycznej sa dla nieréwnosci
(42.1) spetnione (1, = 3), wigc ta nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdego n > 3, cnd.

Dowéd przeprowadzony metods indukcji matematycznej nazywamy dowodem
indukcyjnym; sklada si¢ on z dwéch etapéw:

1° sprawdzenia, ze T (no) jest prawdziwe,

2° dowodu, ze dla kazdego n > n, jezeli T (n) jest prawdziwe, to T (n+-1) jest
prawdziwe.

Ten drugi efap nazywamy krokiem indukcyjnym; zaktadamy w nim, ze dla liczby
naturalnej n > n, zdanie T (n) jest prawdziwe (tzw. hipoteza indukcyjna) i na tej
podstawie dowodzimy prawdziwosci zdania T (n+1).

A oto dalsze przykiady.

Przyklad. Udowodnié, ze dla kazdego naturalnego n
124224 ... 4n? = % (n+1) @n+D 2.3
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Rozwiazanie. Dowdd indukcyjny, n, = 1.
1° Sprawdzamy, Ze rowno$¢ (42.3) jest prawdziwa dla n = I

_%"(1+1)(2-1+1)=1

2° Zalézmy, ze ré6wnosé (42.3) _]CSt prawdziwa dla liczby naturalnej n. Do obu
stron tej rownosci dodajemy (n+1)?, ‘wiec

124224 ... +n2+(n+1)? = —g:(n+l)(2n+1)+(n+1)2
a nastgpnie przeksztalcamy prawa strone
%(n+1)(2n+1)+(n+1)2 = —'11;—1- [n@n+1)+6(n+1)] =

n+1

i @n*+Tn+6) = ‘ (n+2)(2n+3)

Stad ! f

134204 .ttt 1) = BEL [t 1410 (2 141

Ta rownos$¢ rézni sie od réwnosci (42.3) tylko tym, ze mamy w niej n+ 1 zamiast n.
Dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest wiec implikacja T (n) = T (n+1),
gdzie T'(n) oznacza réwnos¢ (42.3). Na mocy zasady indukcji matematycznej row-
nos¢ (42.3) jest wigc prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n, cnd.

Przyklad. Udowodni¢, ze dla kazdego naturalnego n liczba
i ; 10"—4 (42.4)
jest podzielna przez 6. 4
Rozwiazanie. Dowdd indukcyjny, ng = 1.
1° Dla n =1 liczba 10"—4 jest podznelna przez 6, poniewaz 10' -4 = 6 jest
podzielne - przez 6. .
2° Zalozmy, ze liczba 10" — 6 jest podzielna przez 6. Poniewaz

107! —4 = 10™' —40+36 = 10-(10"—4)+6-6

wiec liczba 10"+!—4 jest takze podzielna przez 6. Na podstawie zasady indukcji
matematycznej liczba 10" — 6 jest zatem podzielna przez 6 dla kazdego naturalnego
n, cnd. %

Przyklad. Udowodni¢, ze n réznych prostych lezacych na plaszczyznie i prze-
chodzacych przez dany punkt P dzieli t¢ plaszczyzne na 2n czgsci.

Rozwigzanie. Dowdd indukcyjny, no = 1.

1° Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, gdyz jedna prosta lezaca na plaszczyz-
nie i przechodzaca przez punkt P dzieli te plaszczyzne na 2 czesci, za$ 2 = 2-1.

2° Zatézmy, ze przez punkt P przechodzi n réznych prostych lezacych w jednej
plaszczyznie i ze dziela one t¢ plaszczyzneg na 2n czgéci. Poprowadzmy przez punkt P
jeszeze jedng prosta lezaca w tej samej plaszczyZnie co poprzednie i rézng od kazdej
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sz nich. Ta (n+1)-sza prosta dzieli tylko dwie sposréd 2n czesci plaszezyzny, przy
czym kazda z nich na 2 czgsci. Liczba czgici, na ktére podzielona jest ptaszczyzna
wzrosta zatem o dwie (rys. 42-1) i wynosi 2n+2 = 2 (n+1). Wynika stad, ze twier-

n#1)-sza prosta

Wm,,.«m.ﬂ.‘_,,;«'Aﬁm“

Rys. 42-1

dzenie jest prawdziWe dla liczby n+ 1. Na podstawie zasady indukeji matematycznej
twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

Pytania i zadania

e I A L e e S e e e e e

Podaé zasadg iridukcji matematycznej.
2. Coto jest krok indukecyjny?
3*, Udowodnié ze dla kazdej liczby naturalnej

L O A L

B
.

/)
b) 14345+ ... +(2n—1) =n?,
0) 12432457+ .. +(2n—1)* = %(2n—1)(2n+1),

: d) 1~2+2-3+3-4+...+n-(n+1)=—;(n+1)(n+2),

3 e) 1- +_L_+ +___1.__—-__.L P
; i A3 R ey R
L R : ="
BVAaa T a7 T 70 ¥ @Gn=2@n+1l)  3n+1’

&
g) 124234374 L 4 =[_——"("2+1)] )
h) 13433453+ ... +@2n—1)* = n*(2n?-1).
4. Wykazaé; 7e dla kazdego neN
a) liczba 3 jest podzielnikiem liczby 7"—1,
b) liczba 9 jest podzielnikiem liczby n®+(n+1)>+(n+2)%
¢) liczba 9 jest podzielnikiem liczby 10"—1.
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5. Udowodni¢, ze dla kazdego neN-—{2, 3,4} prawdziwa jest nieréwnosé
2% > n* :

6*. Udowodni¢ indukcyjnie, ze réwnanie -algebraiczne n-tego stopnia ma co
najwyzej n pierwiastkow.

- 43. Permutacje

Silnia. Niech n ¢znacza liczbe naturalng lub zero. i
Symbol n! (czytamy: n silnia) oznacza liczbe 1, gdy n = 0 lub n = 1, natomiast
- oznacza iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wlacznie, gdy n > 2. Mamy

zatem
0!=1, 1! 1, oraz nlo 12000 edy i p 22 (43.])

Na przyktad )
31=1:2-3=6, 5!=1:2-3:4:5=120,

10! = 3 628800, i
L T
7 TR R ot v it
(n+1)! 1-2:3-...:(n—1) n(n+1) L
(0 VT W1 romy vopon o g it T L P

Permutacje. Niech bedzie dany zbiér n réznych elementéw. Jezeli te elementy
uporzqdkujemy nadajac im okreslona kolejnosé, czyli ustawimy je w cigg, to powiemy,
ze utworzyliSmy permutacje tego zbioru.

Definicja. Permutacja zbioru n-elementowego, jest to kazdy ciag n-wyrazowy
utworzony ze wszystkich elementéw tego zlioru. :

Na przyklad mozna utworzyé dwie permutacje zbioru {a, b}, a mianowicie

(a,b) oraz (b,a)
sze$¢ permutacji zbioru {a, b, c}
(a,bi0)5 - layechysy (e, a,b)
(b,a,09); (b,c,a); (c,b,a)
itd.

Liczbe permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy P,. Udowodnimy induk-

cyjnie, ze dla kazdego naturalnego n

P,—n! (43.2)
Dla n = 1 mamy tylko jedna permutacje, a poniewaz 1! = 1, wiec P, = 1 i wzér
(43.2) jest w tym przypadku prawdziwy. Zalézmy, ze wzér (43.2) jest prawdziwy dla

liczby n. Zauwazmy, ze (n+1)-szy element mozna dolfaczyé do kazdej z rozpatry-
- wanych n! permutacji na (n+1) réznych-sposob6w: przed pierwszym elementem,
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migdzy pierwszym a drugim, ..., wreszcie — po n-tym elemencie. Liczba P,+, jest
wiec (n+1) razy wigksza od liczby P,. Stad
P,y =P, (nt)=nl(n+1)=n+1!, cnd.

Przyklad. W biegu bierze udziat 8 zawodnikéw. W ilu réznych kolejnosciach
moga oni przyby¢ na metg?

Rozwigzanie. Réznych kolejnosci na mecie moze byé tyle, ile jest permutacji
zbioru 8-elementowego, czyli

Py —i8!.—40320
Odp. 40 320.

Przyklad*. lloma sposobami mozna rozmiescic¢ 8 osob przy okragtym stole?
Dwa rozmieszczenia, w ktérych kazdy ma tych samych sasiadéw, uwazamy za jed-
nakowe.

Rozwiazanie. Oznaczamy przez Q, liczbg réznych rozmieszczen s 0s6b przy
okraglym stole. Mamy oczywiscie 0, = 1i @0, = 1. Udowodaimy indukcyjnie, Ze
0, = P,-, dla n > 2. Dlan = 2 réwnos¢ jest prawdziwa, gdyz 0, = 11 P, = 3
Z kolei zalézmy, ze dla pewnego n > 2 mamy Q, = Pp—;. Jezeli przy stole rozmiesz-
czonych jest n 0sdb, to (n+ 1)-sza osobg mozna do nich dosadzié na n réznych spo-
sobow, gdyz tyle jest miejsc miedzy sasiadujacymi przy stole. Stad

" Qn+l=n'Qn=n'Pn—l=Pn
co korczy dowod indukeyjny. Ostatecznie Qg = P7 = 7! = 5040.

Odp. 5040.

Przyklad. Liczba permutacji zbioru (n+1)-elementowego jest 20 razy wigksza
od liczby permutacji zbioru (n— 1)-elementowego. Obliczy¢ liczbe permutacji zbioru
(n+2)-elementowego.

‘Rozwigzanie. Z warunkéw zadania mamy

Pn+i = 20'Pn—1
wiec (n+1)! = 20 (n—=1)! czyli (n+1)n(n-D! = 20 (n—1)! Dzielac obie strony
réwnania przez (n—1)! otrzymujemy réwnanie kwadratowe n?+n—20 = 0. Stad

n = 4 (pierwiastek ujemny —5 odrzucamy), wiec n+2 = 6 i ostatecznie Pg = 720.
Odp. 720.

Pytania i zadania

1. Podaé okreslenie symbolu n! dla n e N U{0}.
2. Co to jest permutacja zbioru n-elementowego? -
3. Obliczy¢ n! dla n od 1 do 10 wiacznie.
4. Obliczy¢ ‘
516! 8! n!(n+1)!

o e o e T

(n=1)! (n+1)!
(n!)? 3

d)



%*. Udowodni¢ indukcyjnie, 2e ‘,
L2 820 bk el = (n b 1)1
6. lle liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach mozna utworzyé z cyfr 3, 5,
6i 8?7 i
7. lloma sposobami mozna ustawi¢ w szeregu 12-tu zotnierzy?
8. Wiadomo, ze P,i, = 30-P,. Obliczy¢ n X

44. Kombinacje

Symbel Newtona. Niech n oznacza dowolng liczbg rzeczywista, za§ k — liczbe
naturalng lub zero. Symbol Newtona (,':) — czytamy. ,,n po k” lub ,n nad k> —
oznacza liczbe okres§lona wzorem i

—1) (1—2)- ... ‘' (n— ,
(:): n (n—1) (n—2) (n—Fk+-1) (44.1)

df k!
gdy k > 1, za$ liczbg 1 gdy k = 0.
Na przyktad

A (_1)( 3) ( )
D e o i
1 S 3! WAL T ¥ 0 Aty
Symbole Newtona spelniaja nastgpujacy warunek ‘ !
ik B i St
k k41 k+1
Istotnie, korzystajac z okreslenia (44.1) dostajemy -

P e

k k+1 k!

Lom=h) =k (n=k)
(k+1)17 il

i RN O R ) (it

T T i (”’ k+1)‘

o L R O A A B

0 (k+1)! o

i (n+1)'n(n—l)-..,-(n—k+])= n+l
(k+1)! (k-H)

dla k > 1, zas dla k = 0 po obu stronach réwnosci (44.2) mamy. 1 +n.
Jezeli n jest liczba calkowita nie mniejsza od k, to mnozac licznik i mianownik
po prawej stronie wzoru (44.1) przez (n—k)!, dostajemy

'(:)zir’(:!——k)! (44.3)
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Ten wzor jest prawdziwy takze dla k = 0.

Przyklady

0 0! 5 51 3 3
(0)= oror .(2)‘ gear A% (3)‘ T
Wy ag
(0)“0!10! it

4 Pl e

Jezeli neC i n >k, to

poniewaz na podstawie wzoru (44.3) mamy

Y n! I n! g n! ) n
(k)_ k'(n—k)  (n=k)'k! =~ (n=k)![n—(n—k)]! —(,,_.k)

Tréjkat Pascala. Ustawmy wartosci symbolu Newtona w tabel¢ majaca ksztalt
ve ’
trojkata ; : A

( 2) (445)

zwana tréjkqtem Pascala i zauwazmy, ze kazdy element stojacy wewnatrz tej tabeli
jest suma najblizszych dwéch elementéw znajdujacych si¢ nad nim. Ponadto dla
kazdego n e NU{0} mamy

BN

wiec kazdy wyraz skrajny w trojkacie Pascala jest réwny 1. Zamiast (44.5) mozna
zatem napisac

[ g na 1 . (44.6)

Dzieki réwnosci (44.2) latwo jest odtworzyé tréjkat Pascala z pamigci.
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Kombinacje. Niech bgdzie dany zbidr n réznych elementéw i niech k e N oraz
A

Definicja. Kombinacja k-elementowa zbioru n elementéw jest to kazdy k-elemen-
towy podzbidr-zbioru n elementow. -

Dwie kombinacje sa rozne, jezeli roznia sig co najmniej jednym elementem.

Na przyktad ze zbioru o trzech elementach {a, b, ¢} mozna utworzy¢ trzy kombi-
nacje jednoelementowe: {a}, {b}. oraz {c}, trzy kombinacjz dwuelementowe:
{a, b}, {a,c}, oraz {b,c}, oraz jedna kombinacj¢ trojelementowa .a b, c}, ktéra
jest identyczna z danym zbiorem.

Liczbe kombinacji k-elementowych zbioru n elementow oznaczamy symbolem Ch

Udowodnimy, ze

k n
o (k) (44.7)
Dowdéd (indukcyjny ze wzgledu na k, przy ustalonym n).
Dla k = 1 wzor (44.7) jest prawdziwy, poniewaz

n!

‘1_ g n T A
Chl=n ¢ erae (l)_]!(n—l)!—n

Krok indukcyjny. Zatozmy, Zze dla pewnej liczby naturalnej & < n wzdr (44.7)
jest prawdziwy. Rozwazmy zbidr kombinacji (k + I)-elementowych, ktory pow-
staje przez dolagczenie do kazdej z istniejacych kombinacji k-elementowych . jednego
z pozostalych n—k elementdw. Kombinacji takich bedzie

(n—k)-C’,‘,

lecz nie wszystkie z nich bgdg rozne. Istotnie, kazda kombinacja (A + 1)-elementowa
powtarza si¢ (k + 1) razy, poniewaz kazdy jej element byt dotaczany do kombinacji k
pozostatych elementéw. Stad

i el n ik n! o n!
¢

i

T k+1 kl(n—k)! (k¥D)'[n—(k+D]

—k
k TR it
ek k 1 (
wiec ostatecznie

Cﬁu:(kil)

Przyklad. Na ile sposobow mozna vybra¢ 6 liczb sposrod 49 réznych liczb?
(Toto — lotek).

co konczy dowdd indukcyjny.

Rozwiazanie. Nalezy obliczy¢ liczbe kombinacji 6-0 clementowych zbioru
49 liczb

1 LAs L Ae AT AR
49)_ 4910 dde 45,7 46,41 48 40 — 13983816

CS = Ge LT AR R A R RS R
6) 61431 1-23-4:5:6
. Odp. 13983 816.
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Przyklad. Obliczyé liczbe»potrzebr-lych linii lotniczych, jezeli 15 miast ma mieé
bezposrednie pol.qczenie.

Rozwigzanie. Nalezy obliczy¢ liczbe kombinacji 2-elementowych zbioru 15
elementow

~ Odp. 105.
Przyklad*. lle jest czterocyfrowych numeréw telefonicznych, w ktérych wszyst-
kie cyfry sa rézne?
Rozwigzanie. Obliczamy, na ile sposobéw mozna wybraé 4 cyfry ze zbioru
10-ciu cyfr arabskich
i oy it
ClO = (4 ) = a—!a =

Zauwazmy nastepnie, ze kazda z tych 210-ciu czterocyfrowych kombinacji dostar-
- cza nam tyle réznych numeré6w telefonicznych, ile jest petmutacji zbioru 4 elementdw,
a’ wiec 4! czyli 24. Mnozac 210-24 dostajemy odpowiedZ na postawione pytanie.

 Odp. 5040.

210

P}tania i zadania

1. Podaé okreSlenie symbolu Newtona.
2. Wymieni¢ wlasciwosci symbolu Newtona.
3. Co to jest tréjkat Pascala i jak si¢ go buduje?
4. Poda¢ okreslenie kombinacji k-elementowej zbioru n elementéw. Ile jest
takich kombinacji ?
5. Obliczyé
A (8 )" b) (121)’ o (n+3)’ d) (n+2).
3 120 n n—2

6. Napisaé tréjkat Pascala z elementami (,':) ,dla 0<n<s8.
7. Na ile sposob6w mozna wybraé 3-osobowa delegacje sposréd 10 oséb?
8*. Rozwigzaé réwnania:

@) ClLawmdl, B)CI+LEeiS(-1). '

9*. Wiadomo, ze C,* = C?. Obliczyé¢ C!°. ;

. 10*, Tloma sposobami mozna wyznaczy¢ warte skladajaca sie z oficera i trzech
| Zolnierzy sposréd trzech oficeréw i 80-ciu zotnierzy?
11*. Rozwigzaé¢ uklad réwnan

ot = %x

C:—l =10
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45. Wzér dwumianowy Newtona

Kazdg naturalna potege dwumianu (a+b) mozna wyrazi¢ tzw. wzorem dwumia-

¢

nowym Newtona:

(a—}—b)"———(o) "+( )a" b+( )a""lb2+...+(:)b"- 5.1,

Dowéd (za pomoca indukcji) pomijamy. N
Sume po prawej stronie réwnogsci (45.1) nazywamy rozwinigciem potegi (a+b)

wedlug wzoru Newtona.
Dla n = 2 oraz dla n = 3, otrzymu_\emy z rownosci (45.1) znane wzory

“(a+b)* =a*+2ab+ b ;
Y

oraz
(a+b)* = a®+3a*b+3ab*+ b

Przyklad. ; :
(1=2x)* = (g)- 14 (‘: ) (D) (: )»(—2x)2+‘(; )(-2x)’+
u (:)(—2x)‘ = 144-(=20)+6-4x7 +

+4-(—8x3)+1-16x* =
= 1—8x+24x*—32x>+16x*
Przyklad*. W rozwinigciu potegi

(’;/;— 31_>7 ; (45.2)

Vx

znaleZzé wyraz wprost proporcjonalny do x.
Rozwiazanie. Wyraz (k+ 1)-szy w rozwinigciu potegi (45.2) jest postaci

1 k 4 7 R
( )(]/ X)) ( 3_), czyli . (—1)“(k)~}x" 2k
) x i
: Na to, zeby ten wyraz byt wprost proporcjonalny do x potrzeba i wystarcza, Zeby
7—2k = 3; stad k = 2. Szukanym wyrazem rozwinigcia potegi (45.2) jest wigc

(=12 ( Z)x, rAn i B

Odp. 21x.
Przyklad*. Udowodnié, ze dla kazdego ne N

HEHRHEEWES
0 1 v it

' Rozwnqzame Bierzemy pod uwage wzor Newtona (45.1) 1yodstaw1amy
w nim g = b = 1. Stad dostajemy réwnosé (45.3).

1
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Pytania i zadania

Napisa¢ wzor dwumianowy Newtona.

Napisa¢ rozwinigcie potegi

B, D)k X8, ) (k= B
‘3. Napisaé trzy pierwsze wyrazy rozwiniecia potegi

B e b (1+%)5

' 4*. Udowodni¢, ze dla kazdego neN

(2)- () (2)- veom() =0

| 5% W rozwini¢ciu (1+)/x)® znalezé wyraz wprost proporcjonalny do x2.

46. Cigg arytmetyczny

Definicja. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
 liczba r, ze dla kazdego n (gdy ciag jest nieskoriczony), za§ dla kazdego n < k—1
(gdy ciag jest skoriczony, k-wyrazowy, k > 3) spetniony jest warunek
L ; @uiy =0, =T (46.1)
Liczbe r nazywamy roznicq ciggu arytmetycznego.
Ciag arytmetyczny jest rosnacy, gdy r > 0, natomiast malejacy, gdy r < 0.

Przyklady ciagu arytmetycznego:

(1,2,3,49 ' a =1, r=1, (k=4
(2,98, il e iR (]

i { (ToS.30. i) s TR ety
| . Wzér na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego:
a,=a+m—1)r (46 2)

~ Dowéd (1ndukcymy) wzoru (46.2). Dla n = 1 wzor jest prawdziwy, gdyz po obu
Jego stronach mamy wowczas a,. Zatézmy, ze wzor (46.2) jest prawdziwy dla pewnej ~
liczby n (n < k—1, gdy ciag jest k-wyrazowy). Zgodnie z warunkiem (46.1) mamy

iy = a,+r, wigc
v @y =a,+(n—=Dr+r=a,+[(n+1)—1]r, cnd.
. Liczby a, i r okreslaja ciag arytmetyczny w zupelnosci.
o Przyklad. Wiadomo, ze a; = 3 i r = 2. Obliczy¢ a,q7,.
4Rozwiqzanie. Korzystamy ze wzoru (46.2)
PIRRAT, T T e T T
Odp. 3943.
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Kazdy wyraz ciggu arytmetycznego z wyjatkiem pierwszego (i gdy ciag
jest skoriczony — ostatniego) jest §rednia arytmetyczng wyrazu poprzed-
niego i wyrazu nastgpnego: :

1
a, = ‘i’ (al—l+all+l) (46'3) -
. Istotnie, mamy
Gy =a;+(n—-2)r, a,.+‘=a,-i‘-n'r -

wiec

B

%(a,_,+a,,+1) = -12—[2a1 +(2ri:—2) rl=a;+(n—-r=a,

Wz6r na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego jest nastepujacy

S.= 1‘3;4‘5!'— n (46.4)

Dowéd (indukcyjny). Dla n = 2 wzér jest prawdziwy, poniewaz

a;+a,

e e

; S;=a,+a,=

Zatézmy, ze wzor (46.4) jest prawdziwy dla pewnej liczby naturalnej n(n < k—1
gdy ciag jest k-wyrazowy) i rozwazmy sumg S,+

a1+an
2

Sn+l i3 Sn+an+l = ‘ntan+y =

[a,+a,+(n—1)r]n+2(a, +nr) _
e o

ﬂ(uﬂ);—n(nﬂ)r i a,+(az,+nr) (A1)

=._-———a'+20"+‘ (n+1), cnd.

Wzory: (46.2), (46.3) oraz (46.4) stanowig podstawg do’ rozwiazywania wszel-
kich zagadnien zwiazanych z ciggiem arytmetycznym.

Przyklad. Obliczy¢ sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000.

Rozwiazanie. Liciby 1,2,3,..,1000 tworza ciag arytmetyczny, przy czym
a, = 1, n = 1000, @;500 = 1000. Na podstawie wzoru (46.4) mamy 3

Sisosts ”;000-1000:500500

Odp. 500 500.
Przyklad. Obliczyé sume wszystkich liczb nieparzystych od 1 do 99.
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Rozwiazanie. Liczby 1,3, ..., 99 tworza ciag arytmetyczny, przy czym a, =
=1, n= 50, a, = 99, zatem
e \ 14+99

143+ ... +99=SSO=———2———'50=2500

. Odp. 2500.

Przyklad*. Koszt robdt przy drazeniu studni przedstawia si¢ nastepujaco: pier-
wszy metr glebokosci kosztuje a zl, kazdy nastepny o b zt drozej niz poprzedni.
Obliczy¢ koszt budowy studni o glebokosci 40 m.

Rozwiazanie. Koszty drazenia kolejnych metréw glebokosci studni tworza
ciag arytmetyczny o wyrazie pierwszym a, = a oraz roznicy ciagu r = b. Koszt
calkowity wynosi wigc
| a+a+39

2

Sa0 =

40 = 40a + 780b

. Odp. (40a+780b) zt.
Przyklad. Osmy wyraz ciagu arytmetycznego wynosi 37, za§ wyraz jedenasty
wynosi 52. Obliczy¢ wyraz dwudziesty.

Rozwiazanie. Z warunkoéw: przyktadu mamy ag = a,+7r = 37 oraz a,, =
= a;+10r = 52. Traktujac a, i r jako niewiadome, dostajemy ukiad réwnan

a b iri=37 }
a,+10r = 52
Sada, = 2, r = 5\50=2+19:5 = 97.

Odp. 97.

Przyklad. Migdzy liczby 28 i 52 wstawi¢ dwie liczby x i y takie, aby ciag (28. 1.
¥, 52) byt ciagiem arytmetycznym.

Rozwigzanie. Ciag (28, x; y, 52) jest ciagiem arytmetycznym wte-
dy i tylko wtedy, gdy réznice: x—28, y—x oraz 52—y s3 rowne. Nalezy
wiec rozwigza¢ uklad dwéch rownan

x—28=y—x il 2x—y—28=0 l
y—x=52—y x=2y+52=0 |
Qdp. x = 36, y =44

Pr‘zyklad*. Dtugosci bokdw trdjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny.

Przeciwprostokatna wynosi 30 cm. Obliczyé dtugosci przyprostokatnych.
Rozwiazanie. Oznaczmy przez a dlugo$é krétszej przyprostokatnej. Dlugosé
diuzszej przyprostokatnej wynosi wigc a+r, natomiast dtugosé przeciwprostokatnej
@+2r. Z warunkéw przyktadu mamy a+2r = 30, natomiast z twierdzenia Pitago-
rasa a®+(a+r)* = (a+2r)% czyli 3r*+2ar—a® = 0. Niewiadome liczby a i r spel-

- miaja zatem nastepujacy uklad réwnan:
3r’+2ar—a*= 0

 a+2r=30 }

(46.5)
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Wyznaczajac z drugiego réwnania @ = 30— 2r i podstawiajac do pierwszego rowna-
nia otrzymamy réwnanie kwadratowe r2—36r+180 = 0, ktérego pierwiastkami sa
liczby r, = 6, r, = 30. Stad a, =18,a, = ~30. Uklad (46.5) ma wiec dwa rozwig-
zania: a = 18, i = 6, oraz a = —30, r = 30, z ktérych drugie odrzucamy, gdyz
dlugos¢ boku nie moze by¢ ujemna.

Odp. 18 cm, 24 cm.

vPrzyklad. w pewnym ciagu arytmetycznym a, = Ritq =830 S e 1R ODI
czyé n i réznicg r tego ciagu. : i

Rozwiazanie. Liczbg n obliczamy biorac pod uwage wzor (46.4)

S s S

il eres il DO DT B
natomiast licz\bé r obliczamy korzystajgc ze wzoru (46.2)

2 . L
PGSO 1T TS R

Odp. n = 16, r'= 3. o

1=

Przyklad*. Udowodni¢, ze jezeli liczby dodatnie a, b i ¢ tworza ciag arytmetycz-
ny, to liczby’

&
| A . |
bR N O 46.6)
Vb+y e Vetya Va+yb \
tworzy takze cia;g arytmetyczny. 0
Rozwigzanie. Jezeli ciag (a, b, ¢) jeét arytmetyczny, to
b—a=c—b ] (46.7)
Mamy nastepnie
! b Vb—ya n
Jeiva Vh+/e er/oWb+yo
b-a
e e — ' (46.8
Vel aeroysera Lo
- oraz |
(i l__/ 1 il V Gk ﬁ )
Varyb Wi+fa Wa+y D) (Ye+/a)
‘ Al (46.9)

ViV P (ecid/a ec+V/b
- Z uwagi na warunek (46.7) roznice (46.8) i (46.9) sa jednakowe, a zatem liczby
(46.6) tworzy ciag arytmetyczny, cnd.

Proykiad. Obliczy¢ jedenasty wyraz clggu arytmetycznego, jezeli suma jego
pocza‘tkow’ych wyrazow: S, = W’ +4n.
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' Rozwiazanie. @, = S, =3'12+4:1 =7, a, = §,~a, =3-2+4:2-7 = 13.
" Poniewaz a, = a,+r, wiec r=a,-a, =13-7=6. Stad a;, =a,+10r =
(o 7+10'6 = 67.
Qdp. 67.
Przyklad*. W pewnym ciggu arytmetycznyma,, = n,a, = m (n # m). Obliczy¢a,.
Rozwiazanie. Oznaczmy przez r niewiadoma réznice ciggu. Z warunkéw
przyktadu a,—a, = n—m. Wobec(46.2) mamy
; ap—a, = [a,+(m=1)r]=[a,+(n~Dr] = (m—n)r
stad

n—m=(m—n)r
'wigc r = —1. Mamy nastepnie
a,—a,=(p—mr=(p-n(-1)=n-p
skad ostatecznie a, = @,+n—p = m+n—p.
Odp. m+n—p.

Przyklad**. Utworzy¢ ciag arytmetyczny o nastgpujacych wilasnosciach:

1° pierwszy wyraz ciagu jest 1, ostatni 31.

2° suma wszystkich wyrazéw od drugiego do przedostatniego wiacznie jest
czterokrotnie wieksza od sumy dwdch najwigkszych sposréd nich.

Rozwiazanie. Niech x+2 bedzie liczba wszystkich wyrazéw szukanego cig-
gu. Mamy wigc 31 = 1+(x+1) r, gdzie r jest réznica ciagu. Stad

i xi(-) i (46.10)
Drugi wyraz ciagu .
a, = .1 e LA bes
x+1 x+1
. natomiast przedostatni
i S SR o

R T

‘Suma wszystkich wyrazéw ciagu, poczynajac od a,,a konczac na a4y,
‘réwna jest

1 rx+31 +31x+1 Ly

2 (Vx+1 X ) i

Poniewaz kazdy nastepny wyraz szukanego ciggu jest wigkszy od poprzedniego,
co wynika ze wzoru (46.10), gdyz r > 0, wigc dwoma najwigkszymi wyrazami
Sposréd a,,a, ..., d,, d,+, S4 @y OTaz a,i,. Obliczamy sume tych wyrazow

30 60x—30  62x—28

xi=24

a,+a.., =14 =
s x+1 x+1 x+1

30
15 (x—1)+1+

14 Matermzoyca
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Z warunkow przykiadu

stad

62x—28 i Vi
x+1 .

2x%2—-29x+14 =0

Rownanie to ma dwa rozwiazania: x, = % oraz x, = 14. Pierwsze z nich odrzu-

camy, poniewaz liczba wyrazéw ciagu jest z natury rzeczy catkowita. Jest zatem
x = 14, a wiec ciag ma x+2 = 16 wyrazéw. Wobec (46.10) ré2nica ciagu wynosi 2.

Odp. a; =1, r=2.

a) a,=

Pytania i zadania

Co to jest ciag arytmetyczny? Poda¢ przyklady.

Poda¢ wzér na n-ty wyraz, oraz wzdr na sume n poczatkowych wyrazow
ciagu arytmetycznego.

Obliczy¢ sume 60 kolejnych liczb naturalnych podzielnych przez 3, poczy-
najac od liczby 12.

Wyraz ciagu arytmetycznego ay = 7, za$ a, = 13. Obliczyé a; i as.
Obliczyé sume¢ dwustu poczatkowych wyrazéw ciagu liczb nieparzystych.
Drugi wyraz ciagu arytmetycznego wynosi 10, piaty wyraz 28, a ostatni
wyraz 58. Obliczy¢ wyraz pierwszy oraz liczbg wszystkich wyrazow tego
ciagu.

Napisaé trzy pierwsze wyrazy ciaggu arytmetycznego, ktorego n-ty wyraz
dany jest wzorem

3n—1 Sn+7 - 8n-3
6 ’ b) ap = 3 ’ C) a, = 5 ¥

Napisaé trzy poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego, dla ktérego suma
n poczatkowych wyrazéw wynosi

" a) S,=5n%+3n, b)S,=Tn*=5n, ) S,=3n%

9*, Obliczy¢ liczbe wyrazéw ciggu arytmetycznego, jezeli

a+as+ ... +a, = 126
A+ A3, = 42

10*. Wiadomo, ze w pewnym ciagu arytmetycznym

Udowodni¢, ze
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11*. Obliczyé sume pierwszych stu liczb naturalnych, ktére dzielone przez 5
daja reszte 1.
12*. Znalezé ciag arytmetyczny, dla ktérego suma pierwszych trzech WYrazow
wynosi 27, natomiast suma kwadratéw tych trzech wyrazéw wynosi 275.
13*. Udowodnié, Zze miedzy sumami S,, Sz, i S3, odpowiednio n, 2n i 3n po-
czatkowych wyrazéw dowolnego ciggu arytmetycznego zachodzi zwiazek

SJn = 3(32,."5..)

14*. Rozwigzaé rownanie

14447+ ... +x =117

15*. Dlugosci bokdéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Obli-
czyé obwéd tego tréjkata, jezeli wiadomo, ze jego pole wynosi 150 cm?.

47. Ciag geometryczny

Definicja. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje
taka liczba g # 0, ze dla kazdego n (gdy ciag jest nieskoriczony), za$ dla kazdego
. n < k-1 (gdy ciag jest k-wyrazowy, k > 3) spelniony jest warunek

An+1
a"

=q @7.1)

Liczbe g nazywamy ilorazem ciagu geometrycznego.
Z tej definicji wynika, ze zaden wyraz ciagu geometrycznego nie moze by¢ réwny

zeru.

Przyklady

(1,2,4,8,16)
(1,10, 100, 1000, ...)

| 40 g el
(1) _2—’7’-5_’“

(28 =806,

)

ay=1, q=2, (k=5)
a; =it =110

1
a=1, q=-o
a,=-2, q=-2

Wzér na n-ty wyraz ciagu geometrycznego

a,=a,q""

47.2)

Dowéd (indukcyjny) wzoru (47.2). Dla n = 1 wzdr jest prawdziwy, gdyz po obu
jego stronach mamy wéwczas a, (poniewaz ¢ # 0, wigc ¢° = 1). Zatézmy, ze wzor
(47.2) jest prawdziwy dla pewnej liczby naturalnejn (n < k—1, gdyz ciag jest k-wy-
razowy). Zgodnie z warunkiem (47.1) mamy wigc s

S e eqh-1.4 = - -1
@+1=0,"q=0,"¢""' g =a,- q"V},

cnd.

Liczby a, i g okreslaja ciag geometryczny w zube*noéci.

Przyklad. Wiadomo, Ze pierwszy wyraz ciagu geometrycznego wynosi 2, za$
iloraz réwny jest 3. Obliczy¢ piaty i siddmy wyraz tego ciagu.
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Rozwiazanie. Wystarczy skorzysta¢ ze wzoru (47.2):
as=a,-q*=2-3*=162, a, =2-3° = 1458.

Odp. as = 162, a, = 1458. :

Przyklad. Dane sa trzeci i piaty wyraz ciggu geometrycznego, d; = 39(1 L R

L —:% . Obliczyé pierwszy wyraz oraz iloraz tego ciagu.

Rozwiazanie. Poniewaz a; = a,4% as = @, q*, wiec 85 - g2, skad
A a

o0
S
=)
S
N
Wl

Odp'al'—"sy ! Rt

" Przyklad. Basen ma ksztalt prostopadtoécianu. Diugosci krawedzi tworza ciag
geometryczny o ilorazie 3. Objetosé basenu wynosi 729 m3. Obliczy¢ diugosci kra-
wedzi basenu.

Rozwiazanie. Oznaczmy dlugos¢ najkrétszej krawedzi przez x. Dtugosci po-
zostalych sa wiec.3x i 9x. Z warunkow przyktadu
x:3x:9x =729
poniewaz objetosé prostopadioscianu réwna jest iloczynowi dtugoéci jego krawedzi;
stad 27x3 = 729, czyli x* = 27, a wigc x = 3
QOdp. 3m, 9 m, 27 m.
Wzér na sume 7 poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest nastgpujacy
1—q"
S.=01'T_—q—, gdy g #1 417.3)
2a$
S,=n-a,, gdy gq=1 (47.4)
Wzér (47.4) jest oczywisty, gdyz jezeli ¢ = 1, to a, = a, dla kazdego n, wiec
S,=aj;+a;+...+a, =n-a,
n skladnikéw
Dowéd (indukcyjny) wzoru (47.3). Dla n =2 wzor jest prawdziwy, poniewaZ

2

S;=a;+a;=a;+a,g=a,(1+9) =a, e

Zalézmy, ze wzor (47.3) jest prawdziwy dla liczby naturalnej n (n < k—1, gdy ciag
jest k-wyrazowy) i rozwazmy sumeg a1

—q" l——q"*‘i

1—q
S = = — "= A 1
1 = Sptap+y =ay qagys +a,q"=a, o cnd
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i Przyklad. W ciagu geometrycznym &, = 2 i a = 2. Obliczy¢ sume dziesigciu

poczqtkowych wyrazow tego ciagu.
Rozwigzanie. Korzystamy ze wzoru (47.3)
=21 1—1024

Sio =2 —5 = 23" = 2046

Odp. 2046.

Kazdy wyraz ciagu geometrycznego (z wyjatkiem pierwszego i ostatniego, gdy
cigg jest skonczony) spetnia warunek

83 = @u-y " iy (47.5)
~ lstotnie, poniewaz
a,,_lza‘-q«,‘z‘ apiy=alq
wiec g
i A, Ay, =a gt =(a, q" ) =a}

chéli wyrazy ciagu geometrycznego sa dodatnie, to z rownosci (47.5) wynika réwnosé

@, = V@1 o1 (47.6)

‘Kazdy wyraz ciggu geometrycznego z wyjatkiem pierwszego (i ostatniego,

gdy ciag jest skoriczony) o wyrazach dodatnich jest Sredniag geometryczng
wyrazu poprzedniego i wyrazu nastgpnego.
. Przyklad*. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny wynosi 21. Liczby te,
powiekszone odpowiednio o 2, 3 i 9, utworzg ciag geometryczny. Znalez¢ te liczby.
Rozwigzanie. Oznaczamy szukane liczby przez x,-y, z. Z warunkéw zadania
mamy y = x+r, z = x+2r, skad x+y+z = 3x+3r = 21, wigc x+r = 7. Ponie-
waz powiedziano w przykladzie, ze liczby x+2, y+3 1 z+9, czyli liczby x+2, x+

4+r+3i x+2r+9 tworza cigg geometryczny, wiec z uwagi na (47.5) spetniony jest

zwiazek (x+r+3)2 = (x42) (x+2r+9), czyli r2+2r—5x-9 = 0. W celu wyzna-
czenia x i r nalezy wigc rozwiaza¢ uklad rownan
r’+2r—-5x-9=0
x+r=17

Uklad ten ma dwa rozwiazania x, = 18, r, = —11, oraz x, = 3, r, = 4. Pierwsze-
mu z tych rozwiazan odpowiada tréjka liczb 18, 7, —4, drugiemu 3, 7, 11.

Odp. 18, 7, —4 lub 3, 7, 11.
Pnyklad‘; Kopano studnig o glebokosci 30 m. Za pierwszy metr glebokosci za-

- placono 54 z}, a za kazdy nastepny o 5 zt 75 gr wigcej niz za poprzedni. Ile koszto- -
- wato wykopanie studni? Czy zleceniodawcy oplaci si¢ umowa nastgpujaca: za pier-

wszy metr glebokosci zaptaci 1 grosz, a za kazdy nastepny dwa razy tyle co za po-

‘przedni?

Rozwigzanie. Z warunkéw przykladu wynika, ze koszty kolejnych

 metréw glebokosci tworzg cigg arytmetyczny, przy czym a; = 54, 1 =

= 5,75 (w zlotych).
213



Stad
aso = 54+(30—1)-5,75 = 220,75
54+ 220,75

3 -30 = 4125,25

S:m =
Gdyby zleceniodawca przystat na drugi rodzaj umowy, to koszty kolejnych metrow
glebokosci tworzylyby ciag geometryczny, a, = 0,01 -2n-1_ Podstawiajac np. n = 20
otrzymamy !
a0 = 0,01-2'° =0,01-2'°-2°=10,24-512 = 5242,88
a wiec koszt wykopania jednego tylko, dwudziestego metra, przekraczatby koszt
wykopania calej studni przy umowie pierwszego rodzaju.

Odp. 4125 zt 25 gr; stanowczo nie oplaca sig.

Przyklad*. Dlugosci bokow tréjkata tworza ciag geometryczny. Jaki
warunek musi spelnia¢ iloraz q tego ciggu?

Rozwigzanie. Oznaczamy przez x, y, z dtugosci bokéw trojkata. Jezeli x, y, z
jest ciagiem geometrycznym, to y' = x¢q, z = xq?. Wiadomo, ze suma diugosci dwoch
bokéw trojkata jest wigksza od dtugosci boku trzeciego. Na odwrot, jezeli z trzech
liczb dodatnich suma kazdych dwéch jest wigksza od trzeciej, to liczby te sa dtugos-
ciami bokéw pewnego tréjkata. Liczby x, xq i xg? sa wigc dtugosciami bokdw trdj-
kata wtedy i tylko wtedy, gdy x+xq > xq?, x+xq* > xq oraz xg+xq* > x, a za-
tem gdy spetnione sa jednocze$nie nieréwnosci nastgpujace:

1+q >q? q*—q—1<0 ’
149> >¢ czyli q?—q+1>0 (47.7)
q+q*>1 q*+q—1>0

Pierwsza z tych trzech nierownosci jest spetniona, gdy
%—(1 -V <q<-;-(l +V/'5)
druga jest spetniona dla kazdego g, trzecia zas dla
q<-——;—(1+]/_5) lub g> —%(I—V—S)
Uktad niéréwnoéci (47.7) jest wiec spetniony, gdy
—%—(l—]/g)<q<%(l+]/_5) i q>-5U-V3

Odp. +-(/3-1) <4< 2 (/5+D.

Przyklad*. Udowodni¢, Zze suma odwrotnosci wszystkich wyrazow skonczonego
ciagu geometrycznego réwna jest sumie jego wszystkich wyrazow podzielonej przez
iloczyn pierwszego i ostatniego wyrazu.

Rozwigzanie. Rozwazmy ciag geometryczny

(a,aq,aq?,...)



-()éliczmy' sume odwrotnosci wyrazow tego ciagu

L B L e SR G
T T T ( i e s )
BEt i 2 : % g
L 10+ f'.”“’“ P e, ol SN Sk VRS S e
- aq"- a-aq a1 dn

6*.

e,
8"

g,

1307*.

e

1) T

B

" Pytania i zadania

Co to jest ciag geometryczny ? Podaé przyktady.

Podaé wzory na n-ty wyraz, oraz na sum¢ n poczatkowych wyrazéw
ciggu geometrycznego.

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny wynosi 26. Jezeli do liczb
tych doda¢ odpowiednio 1, 6 i 3, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Zna-
lez¢ te liczby.

Mieazy liczby 32 i 500 wstawic liczby x i y tak dobrane, aby ciag (32, x,
¥, 500) byl ciagiem'geometrycznym.

Dany jest ciag geometryczny taki, 2e a,+a;+as =21, ay—a, = 3.
Wyznaczy¢ ten ciag.

Znalezé trzy liczby tworzace ciag geometryczny, jezeli suma tych liczb
7

12

Obliczy¢ sumg n poczatkowych wyrazow ciggu (1, 11, 111, ..).
Znaiezé ciag geometryczny o pigciu wyrazach, w ktorym suma trzech po-
czatkowych wyrazéw wynosi 7, za$ suma trzech koncowych wyrazow
jest rowna 28.

Znalez¢ cztery liczby, z ktérych pierwsze trzy tworza cigg geometryczny,
natomiast ostatnic trzy — cigg arytmetyczny. Suma liczb skrajnych wy-
nosi 14, suma dwdch pozostatych wynosi 12.

Dane sa dwa ciagi. arytmetyczny i geometryczny. Dwa pierwsze wyrazy
ciggu geometrycznegd sa odpowiednio réwne dwom pierwszym wyrazom
ciagu arytmetycznego. Trzeci wyraz ciagu geometrycznego jest o 12 wig-
kszy od trzeciego wyraru ciagu arytmetycznego. TrZeci wyraz ciagu aryt-
metycznego jest o 12 wig'cszy od pierwszego wyrazy ciggu geometrycznego.
Znalez¢ te ciagi.

Dlugosci krawedzi prostopadloscianu tworzg cigg geometryczny.
Objetosé prostopadloscic nu wynosi 1000 cm?, a pole powierzchni
wynosi 700 cm®. Obliczy¢ dlugosci krawedzi.

Dany jest uklad rownan

wynosi 21, natomiast suma ich odwrotnosci

x+5y--z=5
—2x+4 y+:z==6m
8 X—y+z=4m+1
Dla jakich warto$ci parametrit m kréjka liczb x, y, o stanowiaca rozwia-
zanie tego ukladu tworzy ciag gevmetryczny ? ;
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13*.  Z pigciu liczb trzy pierwsze tworza ciag geometryczny, za$ cztery ostatnie “
ciag arytmetyczny. Suma czterech ostatnich liczb wynosi 20, a iloczyn
drugiej i piatej wynosi 16. Znalezé te liczby.

14*. Liczby x, y, z, u tworza ciag geometryczny. Wykazaé, ze

(x*+y*+22) - (P2 + 22 +u?) = (xy+yz + zu)? i

48. Granica ciggu nieskoiczonego

. Bierzemy pod uwage of liczbowa O X, na ktérej znajduje si¢ punkt x,; niech ¢
oznacza liczbe dodatnia. :

Przedzial otwarty (xo—e; xo+¢) nazywamy otoczeniem punktu Xo 1 0znaczamy
symbolem U (xo; ¢). Liczb¢ & nazywamy promieniem tego otoczenia. Rys. 48-1
przedstawia U (x,; ¢).

: Ulxy s é
0 o#¢)
' i S I TR TR Y
Rys. 48-1

Z okreSlenia przedzialu otwartego wynika, ze

x €U (xy; &) <> Xo—& < X < Xg+¢ (48.1)

korzystajac za$ z symbolu wartosci bezwzglednej, mozna te réwnowazno$é zano-
towac tak

: xeU(xo; )< | x—Xxo| < (48.2)

w dalszyéh rozwazaniach wygodnie nam bedzie postuzy¢ sie zwrotem: prawie

wszystkie wyrazy ciqgu. Zwrot ten odnosi si¢ do ciagéw nieskoniczonych i znaczy:

wszystkie wyrazy ciqgu z wyjqtkiem co najwyzej skorczonej ich liczby. §

Na przyklad wszystkie liczby naturalne wigksze od miliona, to prawie wszystkie

liczby naturalne. Natomiast wszystkie liczby naturalne ztozone to nie prawie wszys-
tkie liczby naturalne, gdyz liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

.Ciag zbieiny do z¢ya. Rozwazmy ciag (—%~), czyli
1 1
(1, P 3_) (48.3)
Zwroémy pwage na nast@ujacq wlasciwosé-tego ciggu: jego wyrazy réznia sig od
liezby 0 dowolnie mato, gdy tylko numery tych wyrazéw sa dostatecznie duze.
Na przyktad : A ;

|
—}l«<0,l gdy n>10 : !
1
7<0,01 gdy n> 100

-}1--<0,001 gdy > 1000

- 216 ; : {



ogdlnie, dla kazdej liczby dodatniej ¢ mamy
—1—<s dla kazdego n>i
n P

Powiemy, ze liczba O jest granicq ciagu (48.3).

Definicja. Liczb¢ O nazywamy granicq ciqgu (a,), jezeli dla kazdego
e >0 istnieje taka.liczba 6, ze dla kazdego n > 6 spelniona jest
nierownos¢
|aa] < &
Piszemy przy tym
: lima,=0 (48.4)
n-+o0
(skrét lim pochodzi od tacifiskiego stowa limes — granica). ROwnos¢ (48.4) czytamy
tak: ciqg (a,) ma granice 0 lub a, dqzy do zera, gdy n dqzy do nieskonczonosci.
Mamy wigc
lima,=0e AV A l|al<e (48.5)
n-oo , £0 6 n>¢
Zgodnie z podana definicja liczba 0 jest granica ciqgu (48.3), poniewaz dla kaz-
dego & > 0 istnieje taka liczba J, a mianowicie =-L , 2ze dla kaidego Bl

1 l

spelniona jest nieréwnosé -——' < ¢ (mozna tu pisaé — < ¢, gdyz — jest liczba
n n n

dodatnia).
Rownos¢ (48.4) oznacza, ze do kazdego otoczenia punktu 0 (tzn. do
otoczenia U (0; ¢) gdzie ¢ jest dowolnie wybrang liczba dodatnia), naleza prawie
wszystkie wyrazy ciagu (a,).
Ciag nieskonczony, ktéry ma granicg 0, nazywamy zbieznym do zera.

a 3
5 tim a,=0

L] n—eoo
b S 3 /4 6

Rys. 48-2

Rys. 48-2 przedstawia interpretacje geometryczng zbieznosci ciggu nieskoriczo-
nego do zera. Polega ona na tym, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba 9, ze dla

(kazdego n > 6 punkt (n, a,) lezy w zakreskowanym pasku (tzw. pasek epsylonowy).

Waznym przykladem ciggu zbieznego do zera jest nicskonczony cigg
geometryczny o m~tym wyrazie a, = a,*q""!, w przypadku gdy q jest co
do wartosci bezwzglednej mniejsze od jednosci:

lima,-g"' =0 dla q <1 (48.6)

n—>0
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Dowéd tej réwnosci pominiemy ; stanie si¢ ona w petni zrozumiata, gdy odwolamy
si¢ do przykladow.
1

Dlaa, =8, ¢ =3, mamy ciag o wyrazach
S el e SR
8’412’11 7, T, —8—’ R‘, ‘td-
Dlaag, =4, g=— —;—, mamy cigg o wyrazach

e s e
2 R DT S ‘
Czytelnik zechce sporzadzi¢ wykresy tych dwéch ciagéw i na tej podstawie na-
bra¢ przekonania o ich zbieznosci do zera. :
Podamy teraz kolejng definicje.

1 z
4, _2’ l’ - '2_ ltd',..

Definicja. Liczbe g nazywamy granicq ciqgu (a,), jezeli

lim (a,—g) =0
n-o
Piszemy przy tym ;
lim a,=g (48.7)
n-+00

i méwimy, e ciqg (a,) ma granice g (jest zbiezny do g) lub, Ze a, dqzy do g, gdy n
dqzy do nieskorczonosci.

Mamy wigc
lim a,=g< A\ A la,—g|<e 48.8)
n-+o0 €>0 6 n>p :
Przyklad
i n+1 o3
n- N
poniewaz

lim ("“ ~1) = lim A b
n- o n n -+ o0
Granica ciggu stalego
(. 0:a..5,
jest liczba a.

Twierdzenie (o dzialaniach arytmetycznych na granicach ciagow). Jezeli

lima,=a i limbd,=54 (48.9)
n-+o n--o ;
to t
lim (a,+b,) =a+b FoTAE (48.10)
lim (a,—b,)=a-} (48.11)
lim (@,5,) —a- ' 48.12)
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oraz przy dodatkowym zaloseniu, ze dla katdego n jest b, # 01 b # 0

a a
Eal il 48.13
=57 g
Dowdd tego twierdzenia pommlemy
Przyklady - : ¢
1 33
hm-'f—lxm( )=0-0=0
n»o0 N n-»o\ N n
fim SRR (2+ =) 2% lim3 L =343-0=2
n»0 N n->0 n—> n
s f : Sl
T e ,!L‘i(l+n+n‘) 1+0+0
lim - = Y = lim S R e s e, S 7 ek P FY ) =]
e - U 11m(1——+ )
n n >0 n

Twierdzenie (o zachowaniu nieréwnosci). JeZeIx lim a, = a, oraz dla kazdego n
jest @, >0, toa=>0. b

Nieréwno$¢ slaba a, > 0 zachowuje si¢ wigc po przejéciu do granicy: a > 0.
Zwracamy uwage, 2e nieréwno$¢ mocna a, > 0 moze si¢ nie zachowaé po
przejsciu do granicy, o czym éwiadczy przyklad:

dla kazdego neN Jcst — > 0, natomiast lim —,17 = 0.
n—>

Twierdzenie o zachowaniu nieréwnosci pozostanie prawdziwe, jezeli nieréwnos$¢
a, > 0 zastapimy przez a, < 0 i nier6wno$¢ @ > 0 przez a < 0.

Ciagi rozbiezne do nieskoriczonoéci. Ciag nieskoriczony, ktéry nie ma granicy,
nazywarny rozbieznym.

Ciag (a,) nazywamy rozbieznym do nieskoriczono$ci i piszemy

lim a,= o
n—+o

jezeli dla kazdej iiczoy M prawie wszystkie wyrazy ciagu sa wigksze od M.
Na przyklad ciag

(48.14)

&d8 2
jest rozbiezny do nieskoniczonosci:
lim 2" = o0
'] n—-»Q

Ciag (@,) nazywainy rozbieznym do minus nieskorczonosci i piszemy

lim a,= — (48.15)

n—»o
jezeli dla kazdej liczby M prawie wszystkie wyrazy ciagu sa mniejsze od M-
Na przykiad ciag
1,-1,-3,...,3-2n,...
Jest rozbiezny do minus nieskoficzonosci, lim (3—2n) = — .
>0

|
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Uwaga. Zamiast ciqg rozbietny do nieskoriczonosci méwimy takze cigg ma gra-
nice niewlasciwg nieskoriczono$é. Podobnie méwimy w przypadku gramcy (48.15).
Prawdziwe sa nastgpujace dwie implikacje

lim Ja,| = o0 = lim —— = 0 (48.16)
h—=00 n-x all
1
[(ay > 0) A (lima, = 0)] = lim o e ®© (48.17)
n—+0 n
Przyklady
1. lim5"= o0, . wigc lim -517=0
n—>© n—+>
2 hm (=1)*-n?| = hm n*=o, wigc lim : sl .
: n-+o0 ( l)n'"z n—+o0 S
3 ! >0 i lim i =0, wigc lim[2n+(-1)]=
" 2nr(-1y ol YY) SRSl -

2 A P
4. hm (/n*+1 —n)—llm Y +1—n) /n*+1+n) i

n—>c0 ' n’+1+n

(n?2+1)—n?
=lim —(———— =
o Yri+l4n  wem Yni+l+n

poniewaz dla kazdej liczcby M mamy (Vn*+1+n) > M gdy n> ];! czyli
lim () n?- 2+l+n)—co :

A0

Pytania i zadania

1. Co to jest otoczenie punktu x, 0 promieniu ¢? Narysowaé otoczenie U Qg

2. Wyjasni¢ znaczenie zwrotu: prawie wszystkie wyrazy ciggu i zilustrowaé
go przyktadami.

3. Co to znaczy, %e liczba 0 jest granicq ciagu (a,)?

4. Dla jakich wartoéci ilorazu ¢ ciag geometryczny (a, ¢"~') jest zbiezny do zera?

5. Co to znaczy, ze liczba g jest granicq cizgu-(a,)?

6. Udowodni¢ na podstawie definicji, ze

5n—-3 n?—1

a) lim =5 b hm——
) wvo N ).._.w n(n+1)
o i T,
a—>»0
7. Podaé twierdzenie o dzialaniach arytmetycznych na granicach ciagow.
8. Podaé twierdzenie o zachowaniu nieréwnosci. ’

9. Co to znaczy, Ze cigg (a,) jest rozbiezny a) do nieskoriczonosci, b) do minus
nieskonczonosci ?
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10. Udowodni¢ na podstawie definicji, ze

2 e
S aee, B s, Yh a2t

n-»o0 n—»o0 n—>a0

11*. Obliczyé:
‘ 2n3—n?+2n+1

; : T
a) ,!ng G s b) ]n: (Y 4n?+1-2n),

2 2 2 =
5 322 1+2+Zi'+2-...+n : ) }E: 1242 +3ns+...+n :

12*. Zapisa¢ okreslenie granic niewlasciwych (48.14) i (48. 15), korzystajac
~ z kwantyfikatoréw.
13. Dane s3 dwa ciagi: (a,) i (b,), przy czym

ik —al R = R
ﬂ) a,=n, bn'—Ta b)an'jnv bn""n_v c)a,,—n, bn""z

Zbada¢ zbieznos¢ ciagu (a,:b,).

49. Szereg geometryczny

Zaczniemy od przykladéw, ktére wprowadza Czytelnika w dalszy tok wykladu:

Przyklad. Dany jest odcinek jedxiostkowy AB (rys. 49-1). Odcinek ten podzielmy
punktem B, na polowy. Odcinek AB, dzielimy nastgpnie na polowy” punktem B,.
Odcinek 4B, dzielimy na polowy punktem Bj, odcinek 4B; dzielimy na polowy
punktem B, itd. Wskazany proces dzielenia mozna powtarzaé dowolnie wiele razy.
Méwimy, ze proces ten jest nieskoriczony.

ks 5,

o

Rys. 49-1

Utworzmy ciag dtugosci odcinkéw zﬁ, ATI,, ATBZ, xﬁ?,, ... . Bedzie to cigg geome-
tryczny nieskonczony :
1 e e
( ’ 2 ) T ) 8 3 s -)

0 wyrazie pierwszym a, = 1 oraz ilorazie ¢ = %

Przyklad. Dany jest kwadrat o boku a. Kwadrat ten rozcigto na dwa prostokaty
0 réwnych polach. Jeden z tych prostokatéw rozcigto nastgpnie na dwa kwadraty,
z ktérych jeden rozcieto znowu na dwa prostokaty o réwnych polach itd. (rys. 49-2).
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W ten sposob otrzymano ciag figur, na przemian prostokgtow i kwadratéw. o po-
lach
I 1
1 =l R

Ciag pol

$1

a

Rys. 49-2

. . . . ’ . . 2 . .
jest ciagiem geometrycznym nieskoniczonym o wyrazie pierwszym “zv oraz ilorazie

2
Przyjrzyjmy si¢ uwaznie rysunkowi 49-2. Dodajac kolejno wyrazy ciagu (s,

S$2, 83, ...), @ wigc obliczajac sumy

= a - T

s2=7+T=Ta

2 2 2 7
mg+ie b

spostrzegamy, ze gdy ilo$¢ skladnikéw sumy S, wzrasta nieograniczenie, to suma
ta rézni sie coraz to mniej od pewnej liczby, a mianowicie od a* (pole kwadratu
o boku a). To spostrzezenie mozna potwierdzi¢ rachunkiem, a mianowicie

limS, = lim [a’—a2 (%)"] = g2 =0 =a*
Skorzystalismy tu z réwnosci (48.6) i (48.11).
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Przejdziemy obecnie do rozwazan ogdinych.
Bierzemy pod uwage cigqg geometryczny nieskoriczony o wyrazach

G S T e g (49.1)

(@, # 01 g # 0). Wiadomo (str. 212), ze suma n poczatkowych wyrazéw tego cia-
gu jest rowna

]_ "
A T—_?{ (49.2)
gdy ¢ # 1, za§ S, = n-a,, gdy q.= 1.
Ciag (S,) : Sy =a,
S;=a,+a;q

Si=a,+a,q+a,q’

nazywamy ciqgiem sum czeSciowych ciagu (49.1) lub Szeregiem geometrycznym
i oznaczamy symbolem

a,+a,q+a;q*+ ... +a, q" '+ ... (49.3)

Jezeli ciag (S,) ma granicg S, to te granice nazywamy sumgq nieskoriczonego ciqgu
geometrycznego (49.1) lub sumq szeregu geometrycznego (49.3).

Wyrazy (49.1) nazywamy wyrazami szeregu (49.3).

Jezeli szereg (49.3) ma sumeg, to méwimy, Ze jest zblezny Szereg rozbiezny to
taki, ktéry nie jest zbiezny.

Szereg geometryczny (49.3) jest zblczny wtedy i tylko wtedy, gdy
lg| < 1.

Udowodnimy, Zze warunek |g| < 1 jest wystarczajgcy dla zbieznosci szeregu
(49.3). W tym celu bierzemy pod uwage wzér (49.2) i zapiszemy go tak:

S rt o s s Y (49-4)

Ciag (S,) mozna wigc traktowaé jako réznice dwoch ciggéw, przy czym odjemna
jest stala, za$§ odjemnik — z uwagi na warunek |9} < 1 — dazy od zera, gdy n - o
(por. (48.6)). Na podstawie twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na granicach
ciggéw (wzér (48.11) mamy wiec

czyli szereg (49.3) jest zbiezny i ma sume
: -k -
i i—q . (49.6)

Z kolei udowodnimy, 2e warunek |g| < | jest konieczny dla zbieznoéci sze-
regu (49.3).
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Jezelig = 1, to S, = na,, wigc ciag (S,) jest rozbiezny do oo gdy @, > 0, nato-
miast do\—o0 gdy a;, < 0. Jezeli ¢ = —1, to S, = a, gdy n jest nieparzyste, za§
S, = 0 gdy n jest parzyste, wigc w tym przypadku granica ciggu (S,) takZe nie
istnieje. Jezeli wreszcie |g| > 1, 1

]
1S, =f-~-‘iL g—1
| ,_1| "—1]

a poniewaz [q" ~1{2=lg|"--1 i lim [g{™ = oo, wiec lim |S,|= oo, a zatem
n-+>x n-»w

ciag (S,) jest rozbiezny. ‘1

Zamiast (49.6) mozemy takze pisa¢ |

a; \

a,+a,q+a,Q*+ ... +a,q" 1+ ... = g Fires (49.7)

gdy g <1
Powracajagc do omawianego na poczatku tego punktu przykladu zdzwlemem
kwadratu (rys. 49-2) mozemy wigc napisaé
az
a? iy

a? 2
+T+...+?’-+...=l =a

=2

B3

Informacje o zbieznosci szeregu geometrycznego ujmiemy w naste¢pujacym twierdze-
niu.

Twierdzenie (o0 szeregu geometrycznym). .Szereg geometryczny
' a,+a,q+... +a,q" '+ ...

Jjest zbiezny, gdy |q| < 1 i ma wéwczas sume

natomiast jest rozbiezny, gdy |q| > 1
Przyk#d. Zamieni¢ utamek dziesigtny okresowy 0,(34) na ulamek zwykly.
Rozwigzanie. Mamy v : '
0,(34) = 0,34+0,0034 +0,000034 + ... =
= 0,3440,34-0,01+0,34- (0,01)>+
0,34 34

TI~00L- 99
34
Odp. 2%
b

W podobny sposéb moZna zamieni¢ na utamek zwykly kazdy okresowy utamek
dzicsigtny.

Przyklad. Zamieni¢ ulamek okresowy 0,2(15) na ulamek zwykly.
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Rozwigzanie
0,2(15) = 0,240,015+ 0,00015+40,0000015+ ... =
BOIS 5 1 o o
= oo~ T Y T
71

o
BT

Przyklad. Sprawdzi¢, ze utamek dziesigtny skoniczony 0,21 i ulamek dziesi¢tny
nieskoriczony 0,20(9) ... przedstawiaja te¢ sama liczbe.

Rozwiazanie o

0,20(9) ... = 0,20+0,009 +0,0009+ ... = 0,2+ -—0_0891 =0,2+0,01 = 0,21
Przykiad. W kwadrat o boku a wpisano koto. W to koto wpisano kwadrat,

w ktéry wpisano znowu kolo itd. W ten sposéb okreslony jest cnag kwadratow.
Obliczy¢ sume pol wszystkich tych kwadratéw.

Rozwiazanie. Niech ;
(a9 a, as, )
bedzie ciagiem bokow kolejnych kwadratéw. Poniewaz promiei kola wpisanego
w a-ty kwadrat réwny jest potowie przekatnej (n+ 1)-go kwadratu (rys. 49-3), wiec

a a; a

T’ aA—ﬁ 2{5,...

a; =

£ e L
e g2

a; |a; |a
Rys. 49-3
Ciag pdl kolejnych kwadratéw
@ akiad, o)
ma postaé
S a?
(a £ —;,...) (49.8)

15 Matematyka
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stanowi zatem cigg geometryczny nieskoriczony o wyrazie pierwszym a, = g2  jlo.

razie g = -;— Suma ciagu (49.8) wynosi

g3
QOdp. 24>
Uwaga. Szereg (49.3) rozpatruje si¢ takze, gdy a, = 0 lub ¢ = 0. Szereg jest
wowczas zbiezny i ma sumg¢ a,.
Przyklad. Dla jakiej wartoSci x suma szeregu geometrycznego
T+x+(1+x)+(1+x)>+ ... (49.9)
wynosi 3? .
Rozwiazanie. Mamy a, = g = 1+x. Szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,

gdy lgl <1, czyli gdy —1 < I+x <1, a wiec gdy —2 < x < 0. Suma szeregy
(49.9) wynosi wowczas

By 1+x. el Lo
1-q 1-(1+x) X
Z warunkoéw przykladu

1+x - 1
e =3, czyli x=—7‘-

1

Odp. x = — —.

p. x 2

Pytania i zadania

1. Co to jest szereg geometryczny?

2. Co to jest suma szeregu geometrycznego ?

3. Poda¢ twierdzenie o szeregu geometrycznym.

4. Poda¢ przyklad szeregu geometrycznego a) zbieznego, b) rozbieznego.
5. Obliczy¢ sumy szeregéw:

1 1 1 1 1 1
a) l+—§'+?+§7+"" b) 1—-—3—+?—?]+...,

1 1 1 1 1 1 :
(3 § O, R S i ke Ty
i Ao i s - s, iy iy s

3 9 27 1 1
e) 1+? +B+m+..., f)|/3+l+'/—_3+T+

6*. W kwadrat o boku a wpisano kolo, w kolo to wpisano znowu kwadrat,
w ktéry wpisano koto itd. Obliczy¢: a) sume p6l wszystkich wpisanych két,
b) sume¢ obwodéw wszystkich kwadratéw, ¢) sume obwodéw wszystkich kot.
7*. Dla jakiej wartoéci x suma ciagu nieskoriczonego
1. 2 . .0
( o14x’ (1+x)? )
wynosi 57
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8.. Zamicni¢ na utamki zwykle
a) 0,11(6), b) 0,27, ¢ 0(1), d)3.(17), ¢€)0,12(3).
W kwadracie o boku a potaczono $rodki sgsiednich bokéw. W powsta-
tym kwadracie polaczono znéw $rodki sasiednich bokéw itd. Obliczy¢ sumg
obwodéw utworzonego w ten sposéb ciagu kwadratow.

10*. Dany jest kat 60°. Wykre$lono okrag o promieniu R styczny do ramion
tego kata. Nastgpnie wykre§lono drugi okrag, o mniejszym promieniu,
styczny do pierwszego okregu i do ramion kata. W ten sam sposob wykres-
lono nastepne okregi, o coraz to mniejszych promieniach, z ktérych kazdy
styczny jest do okregu poprzednio wykre§lonego i do ramion kata. Obliczy¢:
a) sume obwodéw wszystkich kél, b) sume pdl wszystkich kot

11*. Dla jakich wartoéci x szereg geometryczny

14+(x2=3x+1)+(x2—3x+1)*+
; jest zbiezny?
12*. Rozwiazaé réwnanie

PN SR T i TC
2x 2 4x 4 g5 L

Odpowiedzi do rozdzialu VII

41.
4 3-8 3878 1D
4-8) 1’—_’ "5— T?‘ i ] b) 0’ 2 s "‘3_7 T’ L)
S 060, ..., d)1,1.2,3,5,8,:
7 43.
120 n n+1

4. a)——, b) 56, c)n d) 2 6.24. 7.477945600. B.n=4.

44,
5. 2) 56, b) 121, c)—é—(n+l)(n+2) (n+3), d) é%(n41)n(n+1)(n+2).
7.120. 8* a)10,b)9. 9* 20. 10* 246480. 11*. (6, 3).

45.
2. a) x*—4x3p46x2p2 —4xy3+y*, b) x5+ 5x*y+10x3y2410x 234 Sxp*+y°,
c) x3—6x2)/ x+15x2 —20x)/ x+ 15x—6)/x+1, d) x ———15x“y+90x3 2__270x%y*+
+405xy*—243y5. 3. a) 1+4+14x+91x2, b) 1+4+14+04. 5%

46.

3. 6030. 4. a, =3, a5 = 11. 5, 40000. 6. ¢, = 4, n=10. 8. a) 8, 18,28,
b)2, 16,30, ¢)3.9,15. 9*.m=6. 11%.2535. 12*.a, =5r=4. 14~25

15*. 60 cm.
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47. &
3*. 2, 6.1 18; mogy one tworzy¢ ciag (2, 6, 18) lub ciag (18,6,2). 4* x = 80,
=200. 5% a, =3, g=p2lba =3, 9g=—)2 luba, =1, ¢g=2 lub
a, =1, q= —2. 6% 3, 6, 12; moga one tworzy¢ ciag (3, 6, 12) lub ciag (12, 6, 3).
1 ¢ 14 28

10
*% ke R ZE PRe . * ? et Vi 3
9 .S,,—9[9(IO" 1) n] 8% (1, 2,4,8,16) Ilub (3, 3 30

s
3:6 . I;Z). 9805 A48 )= 1ab (12,575 4.5 1',5). 10*. Cigg arytme-
tyczny: (3,9, 15, ...); ciag geometryczny: (3,9,27,..). 11*. Scm. 10cm,
20.cm. 1. =0 =3 1 | 24681ub332< & 6,4, 2.
48.

: 1 1
11*.@) 2, b)0, ¢ .-, d)—-. 12% a)/\V/\a,.>M AN A

2 3 n>6 M 8 >
13. a) granica 1, b) rozbiezny do 2o, c) granica 0.

49,
5.2 5.0 5, O2VE 92-V3 & 3, D2 (34D,

7 3

6*. a) 5 @ B)42+YDa, = @2+Ya. A S ) g5 B

3

1 314 a1 - A = e <
c) 9 d)~99—, e)_‘:WO' 9*%. 4(2+)2)a. 10*. a) 3zxR, b) ?rrR 4
H. O x= 1 ub 2 < x X 12‘.x,=-—i, Xy =1,
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Rozdziat VIII

FUNKCJA POTEGOWA,
WYKEADNICZA I LOGARYTMICZNA

50. Potega o wykladniku rzeczywistym .

~ Znamy juz pojecie potegi o wykladniku naturalnym lub zerowym. Wiemy, ze
podstawowe prawa dzialan na potggach wyrazaja nastgpujace wzory

am.an - am+

a:a"=q" ", dlam>=nia#0

(@a-b) =a"b" : (50.1)
(%)"=a"’ dla b # 0.
o
oraz
(all m s all'll

Obecnie uogdlnimy pojecie potegi.
Potega ¢ wykladniku calkowitym ujemnym. Niech n € N oraz a # 0. Okreslamy:

(50.2)
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Potega o wykladniku bedgcym odwrotnoscig liczby naturalnej. Niech n € N oraz
> 0. Okreslamy:

a"=Va (50.3)
l_
Zgodme z powyZsza definicja i definicjag pierwiastka arytmetycznego potega a "
jest liczba nieujemng, ktdéra spelnia réwnanie x" = g.

Przykiady

,. 4 s e = -
=y2, 3*=Vy3, Vi=2*=0%° =
Potega o wykladniku wymiernym. Niech meN i neN. Okres$lamy:

ar"m = (a")m, dla a>0 ol

m 'l —m
a"ﬁ(a") oodlE g a0

Dla poteg o dodatnich podstawach i wymiernych wyktadnikach zachowuja sig
prawa dzialan wyrazone wzorami (50.1). Warunek m > n podany po drugim z tych

. Wzoréw nalezy przy tym pomingé:
Przyklady

2 ( 1)2 1 1 1

-3— 3 =3""-2=2= _2"_—_»';:—-
272 =\27 V271)’ =32=9, 100 i = 16"

1 ] i »l | 2 YI‘ 1 4 3_
0¥ =0 23‘43_82=23_(22)3_(23)z= 54 2.5

19 1 1

=26=2 ©=2.2°-38y7

+

Przykiad**

13:3 2.92.9-2-30.90 1.1

~

Przykiad**. Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia

[(a; +b§) (a"l'+5b;')—(a; +2b;_) (a';—zb;)] H(2a +3y ab)

dla a = 54, b = 6.
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Rozwiqzanié. Wykonujemy dziatania w nawiasie kwadratowym

2 e LS b L8 2. =Y S =
(az +b’)(a2 +5b2)—(az +2b’)(az —2b2) =
= a+6a—;—b%+5b—(a—4b) =6y ab+9b
Upraszczamy nastgpnie obliczane wyraZenie :
6Y/ab+9b _3Yb2Va+3Vb) _
20+3yYab  YaRVa+3Vb) a
wreszcie podstawiamy a = 54, b = 6.
Odp. 1.
Przyklad**. Uproscié wyrmmc

{ L ——1—
< (Rz_xz)_;' —x’(Rz—x2)~%+Rz (R*=x?)? +x2(R*—x?) *?
(Rz——x’)[1+ ( VR -2 )—2]

X

5 Rozwiazanie. Oznaczajac u = VR—x? mamy

xz
Z=‘u—-’i+R2 2ES _ ut-x? 5 wigs
u u’(1+%:—) u u(x?+u?)
2 i 2 B¢ L pe oy 2 as oy
5 g +R=Rxx+R=2(R x)=2u
u u u u

Odp. 2V R*—x2.
Potega o wykladniku nieivymiernym. Potege @' mozna okresli¢ w przypadku gdy
a > 01 r jest liczba niewymiernq. Idea przewodnia tej definicji jest mysl, zeby wyktad-
nik niewymierny zastapi¢ jego wymxernym przyblizeniem. Oméwimy to okreslenie
na pizykladzie potegi 5'/—
Bierzemy pod uwage dwa ciagi przyblizen dziesigtnych liczby V2; jeden
z niedomiarem:
(1,4, 1,41, 1414, 14142,..)
drugi z nadmiarem:
(1.5, 143,108, 14148, ..)
Pierwszemu z tych ciaggéw odpowiada ciag poteg

(51,4, 51.41’ 5!.414, 51.4142,“.) (505)
natomiast. drugiemu — ciag poteg
(51.5’ 51,42’ 51.415, 51.4143’“_) (506)

Wyrazy tych obu ciagéw sa potegami o wyktadnikach wymiernych; sa one okreslo-
ne pierwszym ze wzoréw (50.4). Mozna udowodnié, Zze zbiér wyrazéw ciagu (50.5)
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ma kres gérny, ktdry jest jednocze$nie kresem dolnym zbioru wyrazéw ciggu
(50.6). Wspdlna warto$¢ obu tych kresow przyjmujemy z definicji za potege 5V2.
Analogicznie okresla si¢ potege przy kazdej dodatniej podstawie i kazdym nie-

wymiernym wykladniku.
Potega a* jest wigc okreslona dla kazdego a > 0 i dla kazdego x € R. Ponadto

okazuje si¢ celowe przyjecie umowy, Ze

0* =0, dla kazdego x>0 (50.7)
Mozna udowodnié, ze jezeli a >0 i b >0, to wzory (50.1) sa prawdziwe
dla wszelkich rzeczywistych wyki®dnikéw m i n.

Przyklady -
svig51"7 g i 9 g2 g
We.9V2 =32/2:32/2 =30 =1
Twierdzenie (o poréwnywaniu poteg). Jezeli y < x, to

a’>'a", dla  O<a<l (50.8)

oraz
a<a*;, dla ‘a>1 (50.9)

Dowéd pomijamy. Zwracamy uwage, 2e dla @ = 1 mamy 1* = 1> = 1 dla kaz-

dego x i dla kazdego y.
Whiosek. Podstawiajac y = 0 do nieréwnosci (50.8) dostajemy

at <t ol STt i x>0
Ten- rezultat mozna rozszerzy¢ na przypadek, gdy a = 0 i x > 0, gdyz z uwagi

na (50.7) mamy 0* < 1. Stad
<t da T Ra ) i x>0 - (50.10)

Podstawiajac y = 0 do nieréwnosci (50.9), dostajemy
g1 dla et i x>0

Pytania i zadania

1. Podaé okreslenie potegi a) a™", gdy n éN, a#'0,

1 m

b) a;v, neN, a>0, c¢) ak"_, meN, neN,a >0,

m

dda ", meN, neN, a>0.
2. Podaé sposéb okreslenia potegi o wykladniku niewymiernym.
3. Obliczy¢:

3 :
6:-(-‘})0'75-2_"‘" 11y Y
R T S R i (2°+43) —6(1+2’+43),

1 2\3 & 5 ANS
c) (5’—3’) =) (4’+27’)
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4.rUpro§cié wyr-azenia:
2) (x%+y%) Vx-Vy, >0, y>0),
i) (x%+1)_(x%+l) (x%+1) (‘x%—l), x=0);

— (x>0, y>0),

d Yo +x 2 +8 2 +xH+16 (x> 0).

5%, Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia
g
&% - “l/ 2+
2mn

a>0; n>m>0
6**. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia

-2

1
(x2 + a?) 2+ (x2—a?)
1
(xz 5 az)‘3 <k (xz —a’)_

wm| N

m-n 2mn
(Vx+Vx) =422 -y/xm  dla x=(a+yai—1)mn
a>1; wm#n meN, neN.

51. Funkcja potegowa

Definicja. Funkcije
y= x7 (51.1):

gdzie r oznacza liczbe rzeczywista, nazywamy funkcjq potegowq o wykladniku r.
Na przyktad
2. L 3 /- \ 1
PRt y=x3, y=x3, cgyli y=yx y=x? cpliy=3
- 83 to funkcje potggowe.
Dziedzina funkcji (51.1) zalezy od wykladnika potegi r.
| 8 Jezeli r € C, to dziedzing funkcji potegowej jest zbior R, gdy r = 0, za$ zbiér
I R — {0}, gdy r < 0. Jezeli r e R—C, to ta dziedzing jest zbiér R+ U {0} dla r > 0,
| za§ R, dlar<0. :
Jezeli r > 0, to funkcja (51.1) jest rosnaca w przedziale < 0; + o). Istotnie,

Phiezeli 0 < x; < x5, t00 < % < 1, wigc na podstawie wniosku z twierdzenia o po-
2

- réwnywaniu poteg (str. 232) mamy %)' PR I A
g 2

W przypadku wykladnikéw naturalnych funkcja potegowa jest parzysta, gdy r
.~ jest liczbg parzysta, za$ nieparzysta, gdy r jest liczba nieparzysta.
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Na rys. 51-1 i rys. 51-2 przedstawione sa wykresy kilku funkcji potggowych
o wykladnikach dodatnich.
1
Uwaga. Wykres funksji y=x", neN, sporzadzamy zazwyczaj w ten sposéb,
Ze na wstepie szkicujemy latwiejszy do wykonania wykres y = x* dla x> 0, a nas-

v

4
1 X/ x!
z 1
2 ¢
I | RN
e O e
/ ]
/
e cekib bl
] 1 | 58
| g 1 < X
Rys. 51-1 Rys. 51-2

tqpnfe znajdujemy lini¢ symetryczna do tego wykresu wzgledem prostej y = x.Li-
1

nia ta jest szukanym wykresem funkcji y = x? gdyz symetryczne odbicie wzgledefn

prostej y = x odpowiada zastapieniu x przez y i y przez x, prowadzi wiec od wa-
l

runkéw y = x" i x > 0, do warunkéw x = »" i y > 0, czyli do wzoru y = x"

Jezeli r=0, to funkcja (51.1) ma stalg wartos¢ 1 w swej dz1edzn-
nie R (w punkcie 0 nadajemy jej wartos¢ 1 — patrz str. 157).

Jezeli r < 0, to funkcja (51.1) jest malejaca w przedziale (0; + o). Istotnie,
jezeli0 < x; <x,,t00 < =L x =1, wx@c na podstawie wniosku z twierdzenia o po-

réwnywaniu poteg mamy (x‘) =<1, czyli- X} > L.
2

W przypadku gdy r jest liczba catkowita i ujemna, funkcja potegowa jest ﬁa-

rzysta, gdy (—r) jest liczbg parzysta, za$ nieparzysta, gdy (—r) jest liczba nie- F'

parzysta.

Na rys. 51-3 podane sa wykresy funkcji potggowych o wyktadnikach ujemnych,

Y

|
11
xZ|
I
!
/

>

x|

Rys. 51-3
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Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja potggowa?
2. Poda¢, jaka jest dziedzina funkcji x* w zaleznosci od r.
‘3. Udowodnié, ze jezeli r jest liczba parzysta, to
y a) fuukcja x" jest malejaca w przedziale (—00;0 ),
b) funkcja % jest rosnacaw przedziale (—oo; 0).

4. Udowodni¢, ze jezeli r jest liczba niepafzystq; to
a) funkcja x" jest rosnaca w przedziale (—oc: 0,
b) funkcja —xl—, jest malejgca w przedziale (—oo0; 0).

52. Funkcja wykladnicza

Definicja. Funkcje
i y=a’, a>0 52.1)

ll‘azyWamy funkcjq wykladniczq.
_ Dziedzing funkcji (52.1) jest przedzial (—co; 0).
* Oto przyklady funkcji wykladniczych:

4 X x = 1 < — 1 E

-J .}"23 }’——5, y_(‘i')’ y—(73—)

] . Z twierdzenia o poréwnywaniu poteg (str. 232) wynika, ze:
£ 3 funkcja a* jest rosnaca, gdy a > 1:

a>1ix <x,=>a"<a*

funkcja a* jest malejaca, gdy 0 <a < 1:
: O<ca<tixc<x;=>a"t>d>

i Dla a = 1 funkcja (52.1) jest stala i ma wartosé 1.
Przyklad. Wykresli¢ funkcje y = 2*.

- Rozwiazanie. Ukladamy tabelke¢ zmiennosci funkcji i na jej podstawie spo-
rzadzamy wykres.

Tabl. 52-1

4 |_—1| e

o0 —
|
1
!
-
)

Odp. Rys. 52-1.
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e = a7
s 3 % ) 0
Rys. 52-1

v R AR e SR,

Przyklad. Wykresli¢ funkcje y = (_;_)’_

Rozwigzanie. Ukladamy tabelke zmiennosci funkcji, a nastgpnie sporzadzamy
wykres.

Odp. Rys. 52-2.
Tabl. 52-2 1
x =2 —1 (1} 1 - :
aEEE
¥y 4 2 1 5 g -

|

|

|

Liaghls ™
AT
i

Rys. 52-2

Wykres funkcji wykladniczej nazywamy krzywq wykladniczq. 2
Podamy teraz przyklady tzw. nieréwnosci wykladniczych; sa to takie nieréwnosci,
w ktdrych niewiadoma znajduje si¢ w wykladniku potegi.
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Przyklad. Rozwiazaé nieréwnosc¢
: o
(s} =
Rozwiazanie
1 Z

(T) > 402> Mo —3x>2ex< ~ 5

Odp. x < — X
3
Przyklad*. Rozwigzaé nieréwnoéc
ax’-5x+4 > —&1—2-, dla O<a<l1

Rozwiazanie. Poniewaz 0 < a < 1, wigc
a*'=5%+4 > g2 x2—5x+4 < —2<x2—5x+6 <0
Te ostatnia nieréwno$¢ rozwiazujemy w znany sposéb.
* 0dp. 2 < x <3

Funkcja wyktadnicza ma dwie wazne wilasciwosci:
] 1° przyjmuje tylko dodatnie wartosci: @* > 0
| oraz
28 a*t*: — g*1.g™ (52.2)
| Ta ostatnia rownos¢, znana z dzialafi na potegach, ma duze znaczenie w zastoso-
waniach funkcji wykladnicze;j.

~ Na rys. 52-3"przedstawione sa schematycznie informacje o zmiennosci funkciji
! wykladniczej. Wykres kazdej funkcji y = @* przechodzi przez punkt (0, 1).

Y

malejgca rosngca

stala

Funkcja wykladnicza y=a*
Rys. 52-3

Twierdzenie (o réwnosci poteg). Jezeli a > 0, a # 1 oraz

e ad=a (52.3)
‘fﬁ§=ﬁ
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Dowéd. Poniewaz x < y albo x =y albo x > y, wiec wystarczy wykluczyé
pierwsza i trzecia z tych relacji. Otéz jezeli x < y, to na podstawie twierdzenia
o poréwnywaniu poteg mamy a* > @’ gdy 0 < a < 1, za$ a* < a” gdy a > 1, wigc
réwno$¢ (52.3) nie jest spelniona. Podobnie wykluczamy nieréwno$é x > y, wiec
pozostaje réwnosé x = y, cnd.

Uwaga. Jezeli a = 0 albo a = 1, to z réwnosci poteg (52.3) nie mozna niczego
sadzi¢ o réwnosci wykladnikéw xi y, co potwierdzaja nastepujace przyklady:
0% = 0% 1217

Roéwnania wykladnicze. Twierdzenie o réwnosci potgg stanowi podstawe przy

rozwiazywaniu réwnan wykladniczych, tzn. takich réwnan, w ktérych niewiadoma
jest w wykladniku potegi. Podamy teraz przykiady takich réwnan.

Przyklad. Rozwiaza¢ réwnanie
b 1 (52.4)

Rozwiazanie. Prawa stron¢ réwnania mozemy przedstawi¢ jako 2, wigc na
podstawie twierdzenia o réwnosci poteg x2—5x+10 = 6. OtrzymaliSmy zatem
réwnanie kwadratowe x*—5x+4 = 0, ktére rozwigzujemy w znany sposéb.

Odp. x;, =1, x; = 4.
Przyklad. Rozwiaza¢ réwnanie

: | %
2% =4>1 : (52.5)
2%
Rozwiazanie. Piszac prawa strong réwnania (52.5) w postaci 2*! , a nastep-
nie przyréwnywajac wykladniki poteg, dostajemy

1 2x .
g oy skad 2x2—x+1=0
OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe o ujemnym wyrézniku, 4 = 1 -8 = —7 <0,

Odp. Réwnanie nie ma pierwiastkéw
Przyklad*. Rozwiaza¢ réwnanie

1/2 1/2+;/3 = (52.6)

Rozwiazanie. Oznaczajgc

1 1
]/2+]/§-—a mamy ]/2 V3= ‘/2+l/3 : 1/2_;‘7_;_—__‘1_

Réwnanie (52.6) mozna wigc zapisaé nastgpujaco:

71; +a*=4 czyli (a*)*—4a*+1=0

Wprowadzamy nowa niewiadoma z = g*. Otrzymujemy réwnanie kwadratowe
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| z’-4z+1 =0, ktérego pierwiastkami sa liczby z, = 2—;/3;oraz z, = 24V/3.
b Jeteli 0t =2-)/3 = 1 to x, = —2; jezeli @ = 24)/3 = &%, to x, = 2.

sl

Odp. Xy = —2, X2 = 2.

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja wykladnicza?

. 2 Dla jakich podstaw a funkcja a* jest a) rosnaca, b) malejaca, c) stala?

i 3. Wykresli¢é na wspSlnym rysunku funkcje y = 2* i y = 3* a nastgpnie zba-
~ daé, ktéra z nich ma wickszg warto$é a) dla x = —1, b) dla x = 1.
4. Sporzadzi¢ wykres funkcji: '

., G
B y=2% By=¥+ 9y=(=).

' 5, Rozwigzaé réwnania:
i
10

a) 42:-5 — 256, b) 3x+3x+2 — V,3,, 2 C) 22x-1.3% — 72, =

d) 3:81*—10:-9*+3=0, ) 2%t} $2¥+34320 = 27+2 4 2¥+4,
6. Rozwigza¢ nieréwnosci:
2 1§ v
o < o1
4 r
M- 50, e) 3% < 3%

b) 1<(%) <4, ¢) 27-%>81,

53. Logarytmy

‘Z wiasnosci funkcji wyktadniczej wynika, ze jezeli liczby a i x s dodatniei a # 1,
- to istnieje doktadnie jedna liczba y taka, ze
é = =X (53.1)

‘ rys.. 53-'1). Liczbe y spetniajaca warunek (53.1) nazywamy logarytmem liczby x przy
podstawie @ i oznaczamy symbolem log, x.

X
x=a¥,
y=Logg x
X : (a)l)
i
w ot
./ '
; %
e ( 0 ¥
Rys. 53-1
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Definicja. Logarytmem liczby x > O przy podstawie a (a > 0ia # 1) n«zywam
wyktadnik potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, zeby otrzymaé x.
Mamy wigc '

y=lgxea =x (532
Przyklady

log, 4 = 2, poniewaz 22 = 4; logs 3 = 1, poniewaz 3! = 3
log,% = —1, poniewaz 3! = -—;— ; log ',;-2 = 2, poniewaz (;/i)2 =l
-

logia 1 = 0, poniewaz 12° = 1; log, 27 = —3, poniewaz (%)_3 -2
3

ZWracamy uwage, Ze logarytm liczby dodatniej moze byé dodatni, ujemny lub '

réwny zeru:
log,8 =3, Iog,%=—3, log,1=0

Z okreSlenia logarytmu wynika, Ze
log,1 =10

natomiast logarytm liczby bedacej jednoczesnie podstawa logarytmu jest réwny 1

log,a=1
Z definicji (53.2) wynikaja ponadto dwie toZzsamosci:

Na przykiad
log, 7° =5, 2%3=5, s“&16_16
Liczba 0 i liczby ujemne nie maja logarytméw, gdyz potega a”, (a > 0,
a # 1), nie jest zerem i nie jest ujemna dla 2adnej wartoéci y.
W dalszym ciagu ilekro¢ bgdzie mowa o logarytmie nalezy pamigtaé, ze podsta-
wa logarytmu jest liczbg dodatnig i rézng od 1.
Podamy teraz twierdzenia dotyczace wlasciwosci logarytméw. .

Twierdzenie (0 logarytmie iloczynu). Jezeli x >0iy >0, to

log, (x'y) = log,x+log. y (534

Dowéd. Oznaczamy log,x = p, log,y = gq. Z okre§lenia logarytmu x = a’,
y = a" Stad xy = a® a® = a**9, wigc log, (¥y) = p+q = log.x+log,y, cnd.
Wzbr (53.4) czytamy krétko:
logarytm iloczynu réwna si¢ sumie logarytméw
Przyklady
log, 12 =log,(3-4, = log,3+log,4 =log,3+2
log; 36 = log;(3%2+4) =log, 3% +log;4 = 2+log, 4
log,(xyz) = log,(xy)+log,z = log, x +log, y +log, z
: x>0, y>0, z>0)
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Twierdzenie V(o logarytmie ilorazu). Jezeli x > 01y >0, to
log, 3,’5 =log,x—log,y (53.5)

Dowéd. Oznaczamy log,x = p, log,y == ¢. Z okreslenia logarytmu x = a?,
Boh
= a Stqd‘-';— = !al"- = g’7%, wiec-log, X = p—q = log, x—log, y, cnd.
: e 4

Wzor (53.5) czytamy krétko:

logarytm ilorazu réwna si¢ réznicy logarytmdw
'z-?

~ Przyklady : g

log,%=log,1—log,b=04log, = —log,b (b>0)

log, —’-21 = log,(xy)—log, z = log, x +log, y —log, -

(=0 = >0 25 0

Twierdzenie (o logarytmle potegi). Jezeh x> 0; to dla kazdej liczby rzeczy-
rej n /

log x" = n-log, x : (53.6)

Dowéd. Oznaczamy log,x = p. Stad a? = x, wiec x" = {(a?)" = a’"', czyli log,x" =
2 = n-log. x. cnd.
- Wzér (53.6) czytamy krétko:

Diﬁrytm potegi réwna sie iloczynowi wyktadnika przez logarytm
podstawy

 Przyklady

10,2° =5-log;2=51=5; log,a®=3log,a=3:1=3

L
3

= 1 ¥
og,64 =logz 206 o, 2 =" " “logs % 5=1logs5% = 3 logs 5 =7

2 log, x dla x>0

logax2 ==
2log,(—x) dla x<0

- Przyklad*. Obliczy¢
x = 251—103,3_*_2.77103,9
Rozwigzanie. Mamy

251-lo8,3 _ 52(1-log,3) _ g2-21og,3 _ glos, 25-10g,9 _ Slozs%2 _ 25
9

~log,9 _ log,9)-1 _ g1 _ _1_
7 £7%%) 9 9
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Stad 25
Odp. 3.

Przyklad*. Udowodnié¢ wzér

log,a - (53.7)

Rozwigzanie. Liczby aib s tu podstawami logarytmow, wiec sa
dodatnie i rézne od jednosci. Oznaczmy log,b = x i log,a = y. Mamy
wige a* = b i b¥ = q, czyli (b¥)* = b, skad b¥* = bl. Na podstawie twier
dzenia o rownosci poteg (str. 237) dostajemy yx = 1, czyli log,a - log,b =
= 1, cnd.

Na przyktad

Jdog,4 = logs2 = 1

1
log,2°’ og, 5

Przyklad*. Udowodni¢ wzér
log,x=1log, a-log, x, (x>-) (53.8)

Rozwigzanie. Oznaczmy log, x = p oraz log,x = ¢. Stad x = a? i x = b,
wiec a” = b% Réwne liczby dodatnie maja réwne logarytmy, a zatem log, a® =
= log, b% czyli p log,a = glog, b, wigc ostatecznie p log, a = g, cnd.

Na przyktad jezeli log, x = 0,6, to

loglx = log1 2-log,x=—1:0,6 = —0,6
2 2
Réwnos¢ (53.8) nazywamy wzorem na zmiang podstawy logarytmu.

Pytania i zadania

1. Podaé okreslenie logarytmu.

2. Jakie warunki spelnia podstawa logarytmu?
3. Wypowiedzie¢ twierdzenie o logarytmie a) iloczynu, b) ilorazu, c) potegi. :
4. Poda¢ wzér na zmiang podstawy logarytmu.
5. Obliczy¢ na podstawie okre$lenia logarytmu

a) log,243, b) log,% , ¢©) log; —;— ) log',5 16,

¢) log, 49, f) log, /4, g) logsl, h) log,10.

6. Obliczyé log, x—2log,e x. \
7*. logsx =a; - obliczyé log,; x. : N
8*. loge2 = a, logg 5 = b; obliczyé log, 5.
9**, Udowodnié¢ réwnosé
logi02 =log;2 - log, 3 - logs 4... log,, 9
10**. log, x = 2, log, x = 3, log, x = 6; obliczy¢ log,,. x.
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: 54. Funkcja logarytmiczna

'Deﬁnicja. Funkcije

g y=logx,. a>0, .a#l : (54.1)
ywamy funkcjq logarytmiczng. Dziedzina tej funkciji jest zbior R..

- Przyklad. Wykresli¢ funkcje y = log,x.

Rozwigzanie. Ukladamy tabelk¢ zmiennosci funkcji korzystajac z okreslenia

Tabl. 54-1
1 1 g~
A1 O S ) i 3 '
y —3é—zilio,1]2i
Odp. Rys. 54-1. o
Y
2 _____________
|
|
B =53 Sl :
: 11 ‘,
84 =
ol 4
I
g R
-14}_
L [ y=tog,x
h
_2,:
|
==
Rys. 54-1
rzyklad. ‘Wyllcreélié funkcje y = logi x.
2
ozwiazanie. Ukladamy tabelk¢ zmiennosci funkcji.
Tabl. 54-2
1 gy | : i
[ x 3 T { \ i 2 ! 4
e 3 ey T MEE -2 |

p. Rys. 54-2.

= log, x odwzorowuje zbiér Ry na zbiér R, za$ funkcja v = &* od-
uje zbiér R na R.. Z uwagi na réwnowaznos¢ (53.2), kazde z tych odwzo-
s
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rowan jest odwrotne wzgledem drugiego (por. str. 36), wiec wykr o
funkcji logarytmicznej jest linig symetryczng do wykresu funkeji wykla
niczej (o tej same] podstawie) wzgledem prostej y = x (rys. 54-3).

PR gtk ', T

Rys. 54-2 i

Z okreSlenia logarytmu oraz z twierdzenia o poréwnywaniu poteg wynika, #
funkcja log, x jest rosnaca, gdy el
(@>1 i 0<x;<x;)=log,x; <log,x,

oraz
funkcja log, x jest malejaca, gdy 0 <a < 1:
O<a<1 i 0<x; <x;)=>log,x; >log,x,
(rys. 54-4).
A ¥
v y=log, x, 0<a<1
y=a*, a>1
loggu=v =2
a’=u == : \;//// 3
s
1 e X
\ [ ] — -
/~—7f—_—— yzlogax
g ! X
0 v/1 u
7/
P
% y=logy x,a>1
5
Rys. 54-3 Rys. 54-4
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7:{-;Przyklad. Dla jakich wartosci x okreslona jest funkcja
y= l/ fog, (x+4) (54.2)
TR :

Rozwiazanie. Funkcja (54.2) jest okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

log, (x+4) >0, czyli gdy 0 < x+4 <1 (rys. 54-4, przypadek 0 <a < 1). Stad
.2_ 4 .

4 <x < -3

Odp. —-4 <x< -3

- Réwnania logarytmiczne. Podamy teraz przyklady rozwiazywania rownan loga-
' rytmicznych; sa to réwnania, w ktorych niewiadoma jest pod znakiem logarytmu
' (lub w jego podstawie).

Przyklad*. Rozwiaza¢ réwnanie

log, (x+1/3) = —log, (x—V/3) (54.3)
~ Rozwiazanie (analiza starozytnych). Jezeli liczba x spelnia réwnanie (54.3),
to spelnia takze réwnanie

F o log, (x+V/3)+log, (x—¥ 3) =0
1 eyl
log, [(x+V3)(x=y3)] =0, wigc log,(x2=3)=

. Z okreslenia logarytmu x2—3 = a° = 1, a zatem x* = 4. Stad x; = =2, %, =2,
Liczba —2 nie jest pierwiastkiem réwnania (54.3), gdyz suma —2+/3 jest ujemna
ilog, (- 2+)/3) nie istnieje. Natomiast liczba 2 speinia rownanie (54.3), poniewaz

2+V3)(2-v3) 1 =
log,(2+V 3) =lo = =1og; — = —log,(2—-} 3
_ g.(2+1/3) =log, B o3 g (2-13)
Tl = 2,
Przyklad*. Rozwigza¢ rownanie
! EeETIRe s T (54.4)

5—log, x 1+log, x
Rozwiazanie. Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma z = log, x. Réwnanie
'~ (54.4) przyjmuje wigc postaé

1+ 2
5—z + 14z

=1 skad z?-5z+6=0

k Otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki z; = 2 oraz z, = 3. Z warun-
ku log, ol ‘2 dostajemy x; = 4 zas z warunku log, x, = 3 dostajemy Xo= 8.

Odp, x, =4, x, = &

A oto przyklady réwnan Iogar_vtmiczno-wykladniczych'.
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Przyklad*. Rozwigzaé réwnanie
log,(9—2%) =3—x
Rozwiazanie. Korzystamy z okreélenia logarytmu

9-2=2 wie 9-27=8 L

Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma z = 2* otrzymujac
e :
\ : 9—z=8~? ezyli z22-9z48=0

stad z, = 1, z, = 8, czyli 2 = 1, 22 = 8; ostatecznie xy =0, x, = 3. Spraw
nie obu pierwiastkéw pozostawiamy Czytelnikowi.
Odp. x;, =0, x, = 3.

Przyklad**. Rozwiazaé réwnanie
xVx = (/x) (54.
Rozwigzanie (metoda réwnan réwnowaznych). Bedziemy poszukiwaé pi

wiastkéw réwnania (54.5) wylacznie w zbiorze R, gdyz dla x < 0 nie ma sensu ]/' |

za$ dla x = 0 nie ma sensu xV*. Spostrzegamy, ze liczba x, = 1 spelnia rownani
(54.5).

Dla x >0 i x # | mamy

x5 = () x)* e xlog, x = xlog,}/x < )/x = %xex =4
Qdp- ¥ =F x4
Przyklad**. Rozwigzaé réwnanie
) , log, x+log; x+log, x =1

Rozwiazanie. Skorzystamy ze wzoru (53.8) na zmiane podstawy logarytmu,
Mamy ‘

logs x = log, 2-log, x, logex =log,2 - log, x = % log, x
Réwnanie dane mozna wigc zapisaé tak
log, x+log; 2+ log, x + %logzx =
stad

2

3
(—2‘ +1083 2)log2x =1, ‘logzx = m

2
Odp K= 23+lon4

Nieréwnosci logarytmiczne. Ograniczymy si¢ do prostych przykladdw.
Przyklad. Rozwiaza¢ uklad nieréwnoéci -

2<log; 2x—8) <3 (54.6)
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- Rozwigzanie. Poniewaz funk(_:ja ldgarytmiczna o podstawie wigkszej od jed-
‘nosci jest rosnaca, wiec uklad nieréwnosci (54.6) jest réwnowazny ukladowi
V2)?<2x-8<(Y2)?, cmyli 2<2x-8<2)2
Odp. 5 <« x <4+y/2. :
Przyklad*. Rozwigza¢ nieréwnosé
! —

. log, x
Rezwiazanie. Oznaczamy u = log, x i przepisujemy nieréwnos¢ (54.7) w po-

stact
-’ /

StE pdy a1 : (54.7)

i>1, czyli l:—“—>0

u u

Stad 0 < u < 1, wiec 0 < log, x < 1. Poniewaz a > 1, wigc ostatnia nieréwnosé
st spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < x < a.

Bdnil < x<a

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja logarytmiczna?
2. Jaka jest dziedzina funkcji logarytmicznej?
3. Wykresli¢ na wspolnym rysunku funkcje:

y=log; x, y=logix, y=log,x;, y=logsx.
3 2

4. Sporzadzi¢ wykresy funkcyj:

“a) y=1log,8x, b)y=log, —’;-, ¢) y =logso(x+5).
§. Znaleic d_ziedziny funkeyj:
- G —— X
a) y=1og2x+|/—-x, b) y=log4x+}/—x, c) y =log, e 15

- 6. Wykresli¢ na wspéln’ym rysunku funkcje:

a) v=2* i y=Ilog,x, b)y=(—;—) i y=log;x. 4
% 2 S

7. Dla jakich wartoéci a funkcja y = log, x jest rosngca, dla jakich za$ ma-
lejgca?
8. Rozwigza¢ rownania:

a) log;[logs(2x+1)] =0, b) logz(5x+1)—logs(x—1) =2,
¢) logs[log,(x=5)] =1, d) 3logs(x+1) =logs(x*+2x>+4x+7).
9*, Rozwiaza¢ réwnania: ;
a) log,x+log,(x+1) =0, ~ b) log,(2*+4%)—log,8 = log, (22:‘-1 . %) :
) log, 10+10g,: 10 =6,  d) xsiex = 100x.
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10*. Dla jakiej wartosci parametrli m réwnanie
log, (mx) = 2log, (x+1) :
"~ ma dokfadnie jeden pierwiastek do:iatni? 3
11**, Rozwigzaé uklad réwnan
log, x+logy y+log,z =2
logs y+loge z +loge x = 2
logs z+logs x+logs y =2
12*, Rozwigzaé nieréwnosci:

2
OB St Ve

a) logix+3log;x+2<0, b) e
La

13**, Rozwigza¢ uklad réwnar (x > 0, y > 0)
X =1

55. Logarytmy dziesietne

Logarytmy o podstawie 10 nazywamy logarytmami dziesigtnymi. Zamiast log;o x
piszemy log x. Jezeli wiec nie podajemy wartosci podstawy logarytmu, to mamy na
mysli logarytm dziesigtny. =

Funkcja y = log x, jest rosnaca.

Przyklady

b
T

vz

-2, log%=——l, logl =0, logl0=1, log 100 = 2

W powyzszych przykladach obliczylismy. logarytmy dziesigtne korzystajac je-
dynie z okreslenia logarytmu. Nie zawsze Jjednak obliczenie jest tak proste, ze mozna
je wykona¢ w pamieci. Matematyka wyzsza zna metody obliczania logarytmdéw
dowolnyeh liczb dodatnich z dowolna dokladnoscig. Wyniki tych obliczeri umiesz-
czone sg w tablicach logarytmdw dziesigtnych. E E

Majac dana liczbg dodatnia, ktéra nie jest znana potgga liczby 10, tatwo mozna
Vustali(:, miedzy jakimi dwiema liczbami catkowitymi zawiera si¢ jej logarytm, ko-
rzystajac z tego, ze funkcja log x jest rosnaca.

Przyklady | :
1<log78 <2 poniewaz 10! < 78 < 10 4" ’
2<loghl3 <3 - poniewaz 10% < 513 < 103
—-2<1og0,08 < —1 poniewaz 10-2'< 0,08 < 10-1
—3<10g0,003 < -2 poniewaz. 10-3 < 0,003 < 10-2

—5<10g0,000017 < —~4 poniewaz 10-5 < 0,000017 < 10~*
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Mozemy wiec napisaé

a log78 = 1+m,, gdzie O<m <1
log 513 = 24+m,, gdzie O<m,<l1

log 0,08 =—24m,, gdzie O<my<l ;
10g0,003 = —34m,, gdzie O<m <1

log0,000017= =5+m,, gdzie O<mgs<1

Czeé¢ catkowita logarytmu danej liczby, to znaczy najwigksza liczbe catkowita

; nie wigksza od logarytmu tej liczby, nazywamy cechq logarytmu. Na przyklad cecha

- logarytmu liczby 78 jest 1, cechg logarytmu liczby 513 jest 2, cechy logarytmu liczby

; 0000017 jest —5, za$ cecha logarytmu liczby 100 jest 2 (jest ona zarazem logaryt-
mem liczby 100).

' Znajdowanie cechy logarytmu liczby dodatniej, zapisanej w postaci utamka dzie-

sigtnego, ulatwia nastepujaca regula:

Regula. Cecha logarytmu liczby wigkszej od 1 jest o 1 mniejsza od liczby cyfr
 czsci calkowitej tej liczby; cecha logarytmu liczby mniejszej od 1 jest liczbg ujemnq,
ktdrej wartos¢ bezwzgledna réwna jest liczbie zer rozwinigcia dziesietnego przed pier-
wszq cyfrq réznq od zera (liczqc takze O przed przecinkiem ).

E o Przyklady. Cecha logarytmu liczby 21 548 jest 4, liczby 1322 jest 3, liczby 3,28

- jest 0, liczby 0,15 jest —1, liczby 0,029 jest —2. -
Roéznicg migdzy logarytmem danej liczby a cecha tego logarytmu nazywamy
- mantysq logarytmu tej liczby. Mantysa m jest wigc liczba nieujemna, mniejsza od 1;
B0<m< 1.
- Oznaczajac ceche logx przez c. a mantyse¢ przez m niamy wigc

: logx=c+m

~ Razj jeszcze przypommamy, Ze c jest liczba catkowita (dodatnia, ujemna, albo 0),
) _natomiast m spetnia warunek 0 < m < 1.
. W tablicach logarytméw znajduja si¢ tylko mantysy; cechy obliczamy w pamigci
- postugujac si¢ podana wyzej regula. :
~ Przy obliczaniu logarytméw, czgsto korzystamy z nastepujacego twierdzenia:
Twierdzenie. Jezeli liczbe logarytmowanq x pomnozymy przez 10°] ( p — liczba
calkowita), to cecha logarytmu tego iloczynu réwna sie sumie liczby p i cechy log x,
.~ 2a8 mantysa nie ulegnie zmianiec.

Dowéd. Oznaczamy logx =c+m, 0 <m < |.

log (10°x) = log 10°+logx = plog10+logx = p- 1 +c+m
- wigc log (10°-x) = (p+c)+m. Poniewaz p+c Jest liczba catkowita, za$ liczba m
spelnia warunek 0 << m < 1, wigc zgodnie z okresleniem cechy i mantysy, p+c jest
:nechq, natomiast m jest mantysa logarytmu liczby 10°-x, cnd.
~ Przyklad. Logarytmy liczb 583, 58,3, 5,83, 0,0583, maja cechy 2,1,0,—1, —2,
mamysq te sama.

Postugiwanie si¢ tablicami logarytméw objasniaja nastgpujace przyklady.
1
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Przyklad. Wyznaczy¢ log 3950.

Rozwiazanie. Liczba logarytmowana jest czterocyfrowa, wigc jej cecha wynosi 3,
W tablicy logarytméw (str. 316) odszukujemy w pierwszej kolumnie od lewej strony,
liczbe 39, za§ w pierwszym wierszu od gory liczbg 5. Na przecigciu si¢ wiersza, w ktg.
rym pierwsza od lewej stoi liczba 39, z kolumna, w ktdrej pierwsza od gory stoj
liczba 5, znajdujemy cyfry mantysy: 5966. Oznacza to, ze mantysa wynosi 0,5966
Stad log 3950 = 3+0,5966.

Odp. 3,5966.

Przyklad. Wyznaczy¢ log 42 560.

Rozwiazanie. Cecha wynosi 4. Odszukujemy w pierwszej kolumnie 42, w pier.
wszym wierszu 5. Postepujac jak poprzednio otrzymamy mantyse 0,6284. Nalezy
teraz uwzglednié poprawke na czwarta z kolei cyfrg liczby logarytmowanej, a mia.
nowicie cyfre 6. W rubryce poprawek'), pod cyfra 6, znajdujemy na wysokosci
mantysy 0,6284, poprawke 6, ktéra nalezy doda¢ do tej mantysy, rozumiejac 6 ja-
ko iloéé jednostek w odniesieniu do ostatniego miejsca dziesigtnego mantysy,
Z uwzglednieniem poprawki mantysa wynosi wiec 0,6284+0,0006 = 0,6290.

Odp. 4,6290.

Przyklad. Wyznaczy¢ log 0,00279.

Rozwigzanie. Cecha wynosi —3, Mantysa jest taka, jak mantysa Jiczby 279,
czyli 0,4456. Stad log x = —340,4456 = —2,5544. Zamiast —2,5544 piszemy umow-
nie 3,4456, przy czym kreska napisana nad cyfra 3 oznacza, Ze cecha obliczanego
logarytmu wynosi —3.

Odp. 3,4456.

Uwaga. Zapis A,BCDE... oznacza liczbe bedaca suma —A+0,BCDE...; dute
litery alfabetu oznaczaja tu cyfry arabskie.

Tablice logarytméw stuza takze do odszukiwania liczby logarytmowanej, gdy
dany jest jej logarytm. ‘

Przykiad. log x = 1,5752. Wyznaczy¢ x.

Rozwigzanie. Z tablic odczytujemy, Ze mantysie 0,5752 odpowiada grupa cyft
376. Poniewaz cecha logarytmu wynosi 1, wigc czgé¢ catkowita szukanej liczby ¥
skiada si¢ z dwoch cyfr.

Odp. 37,6.
Przyklad. log x = 3,2625. Wyznaczy¢ x.
Rozwiazanie. Mantysie 0,2625 odpowiada grupa cyfr 183. Cecha wynosi 3

wigc liczba jest czterocyfrowa.
Odp. 1830.

Przyklad. log x = 3,6274. Wyznaczyé x.

1) Wojtowicz W. Tablice matematyczno-fizyczne czterocyfrowe. Warszaw_a PZWS.
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0zwiazanie. Mantysie 0,6274 odpowiada grupa cyfr 424. Cecha jest =3,
rozwinigciu dziesigtnym szukanej liczby znajduja sie za przecinkiem dwa zera.
p. 0,00424. :

zyklad. log x = 0,5927. Wyznaczy¢ x.

ozwiazanie. W tablicach znajdujemy mantyse 0,5922, ktérej odpowiada

cyfr 391. Mantysa danego w przykladzie logarytmu wynosi 0,5927, jest wiec

a od mantysy znalezionej w tablicach o 0,0005. Roéznicy tej odpowiada w rub-

 poprawek cyfra 5, ktéra dopisujemy na koricu do wyznaczonej uprzednio grupy

91, otrzymujac 3915. Poniewaz cecha logarytmu wynosi 0, wiec, czesé catko-
szukanej liczby x jest jednocyfrowa.

3,915,

waga 1. Cecha logarytmu okresla rzqd wielkosci liczby logarytmowanej, na-
t mantysa okresla kolejne cyfry wystepujace w rozwinigciu dziesietnym tej

aga 2. Zaréwno logarytmy, jak i liczby logarytmowane odczytywane z tab-
to na ogét tylko przyblizenia dziesietne ich dokladnych wartosci. W praktyce
izenia te sa wystarczajace.
klad. Obliczy¢ x = 0,3862-4328 -0,0245.
ozwigzanie ‘
logx = 1og 0,3862 +10og 4328 + log 0,0245

log0,3862 = 1,5868

log 4328 = 3,6363
log 0,0245 = 2,3892

log x =1,6123

x = 40,96.
)dp. 40,96.

ypominamy na przyktadach mnozenie i dzielepie logarytmu o ujemnej cesze.
rzyklad. Obliczyé 3,5261 3.

Rozwiazanie

f

3,5261-3 = (—3+40,5261)-3 = —9+41,5783 = 8,5783
unek ten zapisujemy krétko:
‘ 352613
) \ 8,5783 :
pisaniu ostatniej przed przecinkiem (piszac od prawej strony) cyfry 5 pozos-
W pamieci” cyfra 1; po wykonaniu mnozenia 3-3, czyli 3-( —3) = -9, doda-

ly do otrzymanego iloczynu jedynke, —9+1 = —8, i wynik piszemy w umowny
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Odp. 8,5783.
Przyklad. Obliczy¢ 4,5921 : 3.

Rozwigzanie

.

4,5921:3 = (—4+0,5921) :3 = (—6+2,5921) :3 =
5 © = —240,8640 = 2,8640
Rachunek ten zapisujemy tak:’

4,5921:3 =6+2,5921:3 = 2,8640 *

6 s
25
e ‘
19
5%
12
L :
1
Odp. 2,8640.
Przyklad. Obliczy¢
=356
e

Rozwiazanie: log x = log 35,6—2 log 27,6

log27,6 = 1,4409 log35,6 = 1,5514
—10g27,6 =2,5591  —2log27,6 = 3,1182

.logx = 2,6696

-Odp. x = 0,04673.
Przyklad. Obliézyc'

S ab
; ; = Y a*—b?
dla a = 4,352, b = 1,8.
Rozwigzanie /

logx = loga+logb— %log(az—bz) =loga+logh—
=ik b e~
308 i

Podstawiamy a = 4,352, b = 1,8.

logx =log4,352+1og1,8— —; log 6,152 — -% log2,552
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log4,352 = 0,6387

: . log1,8 =0,2553
log 6,152 = 0,7890

1 -
log2,552 = 0,4068 St = 000

& —;. log2,552 = 1,7966

‘ logx = 0,2961
Odp. 1,977.

Pytania i zadania

1. Co to jest a) cecha, b) mantysa logarytmu dziesigtnego?
2*. Niech m (x) bedzie mantysa, za$ ¢ (x) cecha logarytmu dziesigtnego liczby
dodatniej x. Sprawdzié, ze

a) c(x) =[logx], b) m(x)=logx—[logx],
gdzie [r] oznacza czes$é¢: catkowitq x (str. 76). Sporzadzi¢ wykresy

funkeji ¢(x) i m(x).
3. Obliczy¢ za pomoca tablic

a) log55, + b) log658, ) log429000, d) log 2,

€) log32,28, f) log0,7, g) 0,628 h) 1og0,01748.
4. Obliczyé za pomoca tablic x, jezeli:

a) logx =4,2833, b) logx = 3:9465, c) logx = 2,8707,

d) logx = 3,3075, e) logx = 0,4507,  f) logx = 2,2676.

5. Obliczy¢ za pomocy tablic

fiY 38,42%-0,0726 . 1
a) (1+ ?) s ) N e LS, @ 3,

) 10
€) 002344, f)y7,326°-58342, g) J/ 10+ Y/i0.

6*. log 2 = 0,3010; obliczyé bez pomocy tablic log 50.
7*. Dla jakich wartosci x trzy liczby

log2; log(2*—1); log(2*+3)

wzigte w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny ?
8*. Rozwiazaé uklad réwnan
; y+logx =1
x* = 0,01



56. Suwak logarytmiczny By

Suwak logarytmiczny jest to przyrzad rachunkowy sluzacy do wykonywani
mnozema dzielenia i innych dziatan. Dokiadno$¢ obliczen na suwaku jest mniej
wigcej taka, jaka daja trzycyfrowe tablice logarytméw. Zalezy ona od typu i wiel-
kosci suwaka. Istota suwaka sa znajdujace si¢ na nim skale logarytmiczne. 1

Skala logarytmiczna. Skal¢ taka mozna otrzymaé rzutujac na 9§ OY rzednb
wykresu funkcji logarytmicznej y = log x, (rys. 56- 1). Przy kazdym rzucie piszemy

|
|
I
|
I
|
|
1

gl gt

[ RS SRS RN e
O o e e i
o

R VSR Y

|

I
i |

|
|

I
: i
| I

|
: |
L 1
7 S M T
5 a

0 1 1
Skala kdla liniow
logarytmiczna
Rys. 56-1

tg warto$¢ x, ktdérej odpowiada dana rzedna. Takie przyporzadkowanie pun-
ktom prostej liczb x nazywamy skala logarytmlcznq Podobnie mozna
zbudowa¢ skalg funkeyjng dla innej funkcji.

Na rys. 56-1 przyjeto na osi O X jednostke pigciokrotnie mniejsza niz na osi oY.
Zrobiono tak w celu nadania rysunkowi przyjemnych dla oka wymnarow Na skale
logarytmiczna nie ma to zadnego wplywu. ‘

Poczqtkiem skali logarytmicznej jest 1. Na rys. 56-1 widoczny jest podstawowy
odcinek skali logarytmicznej, ktory odpowiada przedzialowi ¢(1;10> na osi ox
Zauwazmy, ze przedzialom {10; 100), (100; 1000, itd., odpowiadaja na skali lo-
garytmicznej odcinki przystajace do odcinka podstawowego, gdyz log 100—log 10 =
= log 1000—1log 100 = 1, ogdlnie

log 10 —log 10*-! =
dla kazdego k € C.

Suwak logarytmiczny. Suwak logarytmiczny sklada si¢ z linijki, wysuwki i okienka
(rys. 56-2). Na linijce i wysuwce znajduja si¢ skale funkcyjne: logarytmiczne i inne,

-
Linijka Okienko
2 z )] Wysuwka
] Ig—c s T i "

O MRS RS G : 2

Rys. 56-2
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‘Do mnozZenia i dzielenia uzywamy dwéch skal logarytmicznych, przesuwalnych
 jedna wzdluz drugiej. Na rys. 56-2 skale te oznaczone sa literami 4 i B. Zasada ra-
' chunku oparta jest na wzorach:

log(x-y) =logx+logy, oraz log% =logx~logy

- (% y > 0). Ze wzoréw tych wynika, 2¢ mnozenie x przez y za pomocg su-
- waka polega na dodaniu odcinkéw (1; x> i <1; ¥> skali logarytmicznej. Podo-
.~ bnie jest z dzieleniem na suwaku, ktére polega na odejmowaniu odpowiednich
- odcinkSw.

Na rys. 56-3 pokazano sposéb ustawiania wysuwki wzgledem linijki w przypadku
- mnoZenia i dzielenia. Strzalki zaznaczone cienka linia wskazuja wartosci dane, za$
strzatka gruba wskazuje wynik obliczeri. Ruchome okienko ma za zadanie ulatwié
dokfadne ustawienie wysuwki i odczytanie wyniku.

Mnozenie X 29
U 1 10 100
1 1 EEEE 11 L b1y E

Il 1
RS o S

Dzielenie
7 /0 100
& ! 1 1 : TERRE L Y ) NN j
I i H TT1 ) T ] T T { B A 'T]
8 10 ) 100

Rys. 56-3

- Na suwaku zaznaczone s3 takze skale logarytmiczne C i D o dwukrotnie krot-
‘szym odcinku podstawowym niZz na skalach 4 i B. Poniewaz

log ]/;= —;-logx

ch liczbie x na skali B odpowiada liczba /x na skali C, za$ liczbie z na skali C
odpowiada liczba z* na skali B.

Suwak logarytmiczny moze zatem sluiyé do pierwiastkowania i do pote-
gowania,

Ponadto na suwaku znajduja si¢ jeszcze inne skale funkcyjne, np. skala liniowa,
ala funkcji sinus i funkcp tangens.

Pytania i zadania

1. Co to jest skala logarytmiczna? Opisaé konstrukcje takiej skali.

2. Opisaé budowe i czesci suwaka logarytmicznego.

3. Poda¢ i uzasadni¢ sposéb wykonywania na suwaku logarytmicznym a) mno-
Zenia, b) dzielenia, c) pierwiastkowania d) potggowania.
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4. Wykonaé¢ na suwaku obliczenia: 4
a) 123-56, b) 0,17 *0,083, ¢) 2,17:5,09, d) 0,0092-57.
Wynik sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.

5. Odczyta¢ z suwaka wartoéci:
a) sin 36°, b) log 21,6, ¢) tg 8°30’, d) }/62.8,
a nastgpnie poréwnaé je z wartosciami odczytanymi z tablic. Ocenié w pro
centach dokladno$¢ odczytéw tych wartosci z suwaka.

Odpowiedzi do rozdzialu VIII

2

3.2) 3, b)0,¢) —4 —3Y2549V/15, d) 625.

x
2

SR e 1
4. 8) x—y, b) x—1, Q) Y2x— /3y, d) 1 (x4 1)2

5%, (;':T)2 6**. 0,

: 52.
5. a)‘—;—, b) —1,¢) 2, d)x,=—%, x3=%, e) 5.

6. a)x>0, b) —2<x<0, c)x<;—;—, dyx> —17,

c) —K22~<x<0 lub x>L22—.

e
)

5.a)3, b) —3, ¢) —3, d)8, c):;—, £) 3 g0, h)l.

6.0, 7% —l~a. 8*, 1.2,

* &
5 s AP,

54. y
5. a) (0; ), b) zbiér pusty: dlp zadnej wartoéci x funkcja nie jest okreslona,

¢) (—oo;—1)u (0; +00). 8. a) 2, b) —g— 5 o) 08 :i) 3. 9%, a) ¥ =

v

=-;-(;/§-1), b) 0, ¢ x=}/10, d)x,=-ll—0,x2:——100. 10%. m =4,
11“.x——.——§—, y=£7-, z=%2~. 12".a)—;—<x<l b) 0<x<a lub

1<x<—:—. 13*. (1, 1), (_9_ .2_7)



) 1,7404, b)2,8182, ¢)5,6325, d)0,3010, ¢)1,5090, )T,8451, g T,7980,
25. 4. 2) 19200, b) 0,00884, c) 742,5, d) 0,00203, ¢) 2,823, f) 0,01852.
2,568, b) 49,73, c) 4,325, d) 1,246, ¢) 0,3911, f) 4,431, g) 1,272. 6*. 1,6990.

B s 8%y = 1005, =—1; x,,=lio, ==



Rozdzial IX

POCHODNA FUNKCJI

57. Granica funkcji

Sumeg przedzialow

(xo—r;x0) U (x0;X0+71)

nazywamy sqsiedztwem punktu x, o promieniu r i oznaczamy symbolem § (xq; 7
Do sasiedztwa § (xo; r) naleza zatem wszystkie'i tylko te punkty, ktére nalezq de
otoczenia U (xq;7r), z wythknem punktu x, (rys. 57-1).

e ——— — Avx
R e e

Sasiedztwa S(x,ir)
Rys. 57-1
Granica funkcji w punkcie. Przypusémy, ze funkcja f jednej zmiennej x jest okr :
lona w pewnym sasiedztwie § punktu x,. W punkcie x, funkcja moze byé lub
by¢ okreslona.
Definicja. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie Xo granice 1 i piszemy

limf(x)=1 Iub f(x)—1

XX x—>Xo

Jezeli dla kazdego ciqgu (x,) o wyrazach x, € § zbteZnego do x, ciqg (f (xy)) jest zbiez
ny do 1.
Te definicje granicy funkcji nazywamy defmuyq Heinego.
Przyklad. Niech
-4

(57.11

Obliczy¢ granice tej/funkcji w punkcie 2.
Rozwigzanie. Funkcja (57.1) jest okreslona w kazdym sasiedztwie punktu 2,
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miast w punkcie 2 nie jest okreslona (g nie oznacza zadnej liczby). Bierzemy

uwage dowolny ciag (x,) o kidrym zakladamy, Ze jest zbiezny do 2, oraz
e x, # 2. Nastepnie budujemy ciag (f(x,)):

fye _"" v 4, S i ' (57.2)

Jproszczenie licznika z mianowmkxem jest tu dopuszczalne, gdyz x, # 2. Ponie-
waz x, dazy do 2, gdy n — o, wn;c na podstawie {37.2) fatwa jest zauwazyé, ze f(X,)
y do 4. Stad ? -

: lim Sl (57.3)
- (patrz rys. 57-2). :

Y
5
4
-
2
S

Rys. 57-2
Odp. 4.
- Przyklad. Wykazaé, ze funkcja

ol x+!x|

(57.4)

ma granicy w punkcie 0.

Rozwiazanie. Funkcja (57.4) jest okre§lona w kazdym sasiedztwie punktu 0,
, w punkcie 0 nie jest okreslona (rys. 57-3). Nalezy udowodnié, Ze istnieja takie
A ciagi (a,) i (b,) zbiezne do 0 i majace wyrazy rézne od 0, ze odpowiadajace im
i wartosci funkcji (f (a,)) i (f(b,)) nie sa zbiezne do tej samej granicy. Rys. 57-3

eruje nam dobér tych dwéch ciagéw. Mozna przyjaé np. a, = X by = 2
n

n
4 y
2 !
Y="2x T Slmssipmasaiatszas
A ; :
LIRSS SRR X
< g
Rys. 57-3
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Stad . =

=1, oraz lim f(b,) = lim_—o2 =0, cnd.
n—>e RsHO T

> = ‘

Wypowiedziana powyzej definicja granicy funkcji ' w punkcie x, oparta jestr

pojeciu granicy ciagu. Definicja ta jest réwnowazna innej, a mianowicie nastgpuj

cej definicji:

limf(a,) = lim
n—»o0 n—»o0

=|N|=|N

Definicja. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie Xo granice 1 i piszemy

limf(x)=1 Iub f(x) - I'

—>Xo X—>Xg 3

Jezeli' dla kazdego € > 0 istnieje takie sqsiedztwo S punktu x,, ze dla kazdego x e!

spelniona jest nieréwnos¢é ]
f)=1<e

Ta definicja granicy zwana jest definicjq Cauchy’ego. ‘

Definicja Cauchy’ego orzeka, ze liczba / jest granica funkcji £ w punkcie x, w

dy i tylko wtedy, gdy réznica f(x)—/ jest dowolnie bliska zeru (warunek (57.5))

jezeli x jest dostatecznie bliskie x, (tzn. gdy x nalezy do sgsiedztwa punktu ¢
o dostatecznie malym promieniu)s '

Rys. 57-4 stanowi )ilustracjc definicji Cauchy’ego.

Rys. 57-4

Przyklad. Udowodni¢, ze zachodzi réwnosé (57.3) rozumiana w sensie definicj
Cauchy’ego.

Rozwiazanie. Dla kazdego x # 2 mamy

x2—4

f(x)=1= — —4=(x+2)—4=x-2

faas

wigc warunek (57.5) jest spelniony gdy [x=2|<eix=£2, czyli gdy x na-
lezy do sgsiedztwa § (2, ¢) cnd. '

Uwaga. Pojecie gfanicy funkcji w punkcie x, dotyczy wlasciwosci funkdji
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sgsiedztwie tego\"punktu. Istnienie i'warto$¢ f(x,) nie maja tu znaczenia.
a przyklad funkcja

1 dla - x0
f(X)_{p, dia-~ x=0

w punkcie 0 granicg 1 i wartosé p, ktéfe moga by¢ rézne. Funkcja

Sotixy cdla 0 x £

f(x?={ p, dla x=0

lim c=c¢c 2 (57.6)

x—ra
lim x =a (57.7)
N x—>a "
lim}/x=Vya, (a>0, neN) (57.8)
. x>a % {
lim sin x == sina (57.9)
x—>a
By ‘ (57.10)
x>0 x .

Dowéd réwnosci (57.6): |/ (x)—c] le—c = 0, wige dla kazdego e >0 i kaz-
o x spetniona jest nieréwnos¢ |c— c| < g, cnd.

Dowéd réwnosci (57.7): |f(x)—a' = 1x—a_, wigc dla kazdego £ > 0 istnieje
sasiedztwo § (a; ), ze dla kazdego x € § spetniona ; st nierownosé [x—a| < e.

Dowéd réwnosci (57.8) opiera sie na réwnosci

= un—p"
u—v=
Ut un 2o+ ... Furt 240"t

jest prawdziwa dla kazdego n e N jezeli u = 0 i v > 0. Przyimujac u = ’l' T
l/c_z, mamy wiec dla x > 0 réwnosé

e e e —
WX+ Va+ ... +(ay-

_lx—a|

A < War




Dla kazdego £ > 0 istnieje wiec takie sasiedztwo § (a;r), gdzie r jest nie w'
z dwéch liczb: ¢ (j/q)"*, oraz a (gdyz x >0), ze dla kazdego x € § spetniona |
nieréwnosé |j/x—}/al < e, cnd. :

Lemat. Dla kazdego x € (0; —;—) spetnione sa nieréwnosci

sinx <x <tgx - (57.1

Dowéd. Przyjmujemy oznaczenia jak na rys. 57-5. Mamy wiec 04 = OC =
S’ b
CD = sinx, AB=tgx, AC = x.

B
C 14
g<x< 5
RN 2
PR A I
| X
/N a0
PaAY O
0 0 /A
Rys. 57-5
Poniewaz s
pole  / pole / pole
A OAC \ wycinka kotowego 0AC \ A 04B
wigc '
: sinx<-1—x<-l~t ¥
2 Yo o
cnd.

Whiosek. Dla kazdego x spelniona Jjest nieréwnosé
|sinx| < |x| (57.12)
Istotnie, dla x = 0 lub |x| > 12"'_ nier6wnos¢ jest oczywilta, za$ dla 0 < |x| < —“-

mamy |sin x| = sin [x|, wigc na podstawie pierwszej z nieréwnoéci (57.11) dostaje-
" my (57.12). v

Dowodd réwnosci (57.9) opiera si¢ na wzorze

X—a X+a
Ccos

sinx —sina = 2sin
2 2
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xa

Poniewaz na podstawie (57.12) mamy

j nieréwnosci |cos’—‘—';—“

sm

= dostajemy
[x—a]
2

Dia kazdego & > 0O istnieje wiec takie sqSiedztwo 8 (a; ¢), ze dla kazdego xe§
niona jest nieréwno$¢ |sin x—sin a| < &, cnd.

‘1=|x—a|

|sinx—sina | <2-

Dowdd réwnosci (57.10). Niech xe(O;lz'——). Dzielimy obie strony kazdej z nie-
réwnosci (57.11) przez sin x i dostajemy

% 1
- < ——
sinx  €OS X
Nige
sin-x . : sinx
cos x < ) R AR s R B S - - < —=COSX

2 {
1-cos:,c=2sinz—’2i <2~(1) = =Xt
zatem

sinx
0< l-r—x—- <X

sin x |< 2

f‘ Poniewaz dla x > =~ mamy l < T a ponadto f;mkcja—— jest

ta, wigc otrzymane nieréwnoscn sq prawdznwe dla kazdego x # 0. Dla kaz-
&> 0 istnieje wigc takie sasiedztwo § (0 1/®), ze dla kazdego x€ § spetnio-

sin x
x

st nierdownosé I -1 | < &, cnd.

wierdzenie (o rachunku granic). Jezeli funkcje f i g majq w punkcie x. gra-

limf(x) =1 lim g(x)=A (57.13)
lim [f (x)-+g ()] = I+k (57.14)
,l,l.ﬂ [f(x)—g (x)] =I—k (57.15)
‘“lll f(x)-gx))=1-B (57.16)
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oraz przy dodatkowym zalozeniu, ze k +# 0.

e <
ShE® "k ¢

Dowéd pomijamy.
To twierdzenie wypowiadamy zazwyczaj krétko: granica sumy dwéch fur
kcji réwna si¢ sumie granic tych funkcji, lub jeszcze krocej: granic
sumy réowna si¢ sumie granic itd, ;
Whiosek. Jezeli funkcja f ma w punkcie X, granice, to

Tim ¢ f(x) = ¢ lim f(x)

X“»Xo
Przyklady
3
h.c RS PR
-1 X+1 b
M TR o g SN L i R
x>0 Lx>0 4x x>0 x>0 X

Podstawiamy u = 4x. Stad u — 0 gdy x - 0, Wiqc

lim sin 4x = 4-Jjm SN Y S

x>0 X u—>0

- = 1
e Y1+x—1 s (V1+x l_)i|/1+x+1) e
w5 % x>0 x(Y1+x+1) x>0 V1+x+1

Podstawiamy u = 1+x. Stad u —» 1 gdy x - 0, wigc

przyklad funkcja f'(x) okreslona wzorem (5 4) nie ma granicy w punkcie 0, funkcja
(=f(x)) takze nie ma w tym punkcie granicy, natomiast granica sumy tych funkcji.
istnieje:

im [f()+(=f(x))] = lim 0=0

x>0 x>0

Granice niewlasciwe.’ Niech f(x) oznacza fuchjg okreslong w sasiedztwie‘s

punktu x,.
Moéwimy, ze funkcja f ma v punkcie x, granice niewlasciwg oo i piszemy
‘lim f(x) =
=¥

jezeli dla kazdego ciagu (x,) o wyrazach x, € § zbieznego do x,, ciag (f(x,)) jeSf.s
rozbiezny do oo. E
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Analogicznie okireSlamy i oznaczamy granice niewlascivg — oo. Na przyktad

lim — =, lim _
oy ST Sy x>0 X ; .

. 57-6).

Rys. 57-6

Granice jednostronne. Niech f (x) oznacza funkcje okreﬁlonq w przedziale (a; x,).
wazymy zachowanie si¢ funkcji £(x) gdy x = x, i x < x,. W tym przypadku
imy, ze x dazy do x, od lewej strony (na osi 0X) i piszemy x - xo—
Definicja. Mowimy, ze funkcja £ ma w punkcie x, granicg lewostronnq [ i piszemy
o lim =1

X>Xo—

idla kazdego ciagu (x,) o wyrazach X, € (@; x,) zbieznego do x,, ciag (f (x,,))
zbiezny do /.

~ Analogicznie okre§lamy granice prawostronnq p i piszemy
¢ lim f(x)=p
P
a przykiad ]
co=l ek e . ox+|x
i S3F =0, tm ZEML
rys. 57-3). ' %

nkcja ma w punkcie x, granice wtedy i tylko wtedy, gdy ma w tym punkcie
granice jednostronne, ktdre sa jednakowe.
Granice jednostronne moga by¢ niewlasciwe, np.

e 1
lim — = -0, lim —=o0,, lim tgx = o0
x>0- X x>0+ X .
- # X ——
2
lim ‘tgx = —0

PN . =
2

ranice funkcji w nieskonczonosci. Nlech f(x) oznacza funkcje okreslona w prze-
e nieskoniczonym (a; o).
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™ . i‘
Definicja. Mdowimy, ze funkcja f ma w nieskoriczonosci granice ‘I i piszemy

lim= f&x) =1
X—>00
jezeli dlu kazdego ciqgu (x,) 0 wyrazach X, € (a; o) rozhieznego do o, cigg (f (x,)
zbiezny do 1.
Na przyktad
G O
TRk O | AR
x—»0. X x»0 X

Analogicznie okreslamy granice funkql S w minus nieskoriczonosci, ktora ozn
czamy symbolem ‘

lim f(x)
x—>—0
Na przyklad
x2—1 1 1
lim ———— =— — =
x.’r_nw 2x%+1 2 i ,]_I,Tn 5% e

Rozpatrujemy takze granice niewlasciwe w oo lub — oo, np.

lim (2x+1) =00, hm ’l

x>0 x—>00 2x

S i e BT e

x—>—00 x—>—00 2

Pytania i zadania

Ll
1. Co to jest sgsiedztwo punktu x, 0 promieniu r?
2. Poréwna¢ pojecia: ofoczenie i sqsiedztwo.
3. Podac¢ definicjg¢ granicy funkc_u fw punkcne Xo ) Hemego, b) Cauchy’eg
4. Podaé 7z pamieci wartos¢ granicy lim SnX

x>0
5. Poda¢ twierdzenie o rachunku granic.
6. Poda¢ okreélenie granicy oraz granicy niewlasciwej oznaczonej symbolen
a) i f(x) - B) i g(x), c) lim f(x), d) lim g(x), '
X—>Xo— X'—PXO X~>—00 X-»00
Podaé interpretacje geometryczna.
7*. Wyjasni¢ na podstawie definicji, co oznacza réwnosé

~ 2 . .
aylim Sk S pyi A e,
x>0 2 X—»00 X
c) lim . = —o00.
x>3+ e

Podaé interpretacje geometryczna, sporzadzajac odrgczne szkice.
8*. Wykazaé, ze
limcosx = cosa

x—>a
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9*, Obliczy¢

x6—1 x*—1 sin 6x
A ,],l_‘,‘,l x—1" b 31.?: xT=1 "’ ©) ,!_,0 sin2x~"
B i o o S N
x>0 X : x>0 X x—>1 X
ctg
2
. x2—x+1 : 2x—1 2x—1
F e e B o

10*, Udowodni¢, ze dla kazdego x € § (0; 2) spelniona jest nieréwno$é x2 < 2 1x].
Poda¢ interpretacje geometryczng.
11*. Dane jest réwnanie

: 2mx*—(m+1)x—1=0
Do jakich granic daza pierwiastki tego réwnania, gdy m - 0?
12*. Obliczyé granice

a) lim [{/(x+a) x+85)—x], b) lim (shllx

x—>0—

—ctg x).

13*. Na podstawie definicji udowodni¢, ze lim el ="lal
x—>a

- Wskazéwka: ||x|—la| | < |x—al.

58. Ciaglos¢ funkcji

~ Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu s
~ Definicja. Jezeli /
: : lim f(x) = f(xo) (58.1)

3« moéwimy, ze funkcja f jest cu[gla w punkcie x,.
- Funkcja f jest wiec ciggla w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy:
- 1° ma w punkcie x, granice lim f(x) =1

X—>x0
 2° ma w punkcie x, wartosé f(x,)
3° granica | réwna sie wartosci f(,)
Na przyklad funkcja o wykresie przedstawionym na rys. 58-1 jest ciggla w pun-
keie @, natomiast nie jest ciagla (moéwimy: jest nieciqgla) w punkcie b, gdyz
W tym punkcie nie jest spetniony warunek 3°. ;
- Funkcja ciggla w kazdym punkcie przedziatu nazywa si¢ ciqglq w tym przedziale;
ranicg na koricu przedziatlu rozumiemy tu jako granice jednostronng.
- Punkt, w ktérym funkcja jest nieciagta, nazywamy punktem niecigglosci tej funkcji.
~ Cigglo$é niektérych funkcji. Wobec réwnosci (57.6) i (57.7) funkcja stala oraz
unkcja tozsamosciowa sa ciaglte w kazdym punkcie. Poniewaz wielomian powstaje
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z funkcji tych dwéch rodzajow za pomoca mnozenia i dodawania, wiec na p
wie twierdzenia o rachunku granic jest on takze funkcjg ciagla. Na podstawie
samego twierdzenia funkcja wymierna jest ciagta w kazdym punkcie Z wyjatkier

[

¥
f(e) ————— —,
|
im f
L |
lim f(x) |f(a) " I
x=~a 1 : :
| |
| |
| i X
0 a b
Rys. 58-1

punktow zerowych mianownika. Rownos¢ (57.8) oznacza ciaglos¢ funkeji pierwi st
kowej, za$ réwnos¢ (57.9), oraz réwnos¢ podana w zadaniu 8* na str. 266, $wiadcz
o ciggtosci funkeji sinus i funkcji cosinus. Na podstawie twierdzenia q rachunku

granic wynika stad ciaglo$¢ funkcji tg x, czyli ::;;'; w kazdym punkcie x,, w ktoryn

cos x, #~ 0, oraz cigglos¢ funkcji ctg x, czyli i‘l’—;—i\f w_kazdym punkcie xo,‘ w ktorym

stxs s
Wiasciwosci funkcji ciaglych. Podamy teraz bez dowoddw kilka podstawow
whasciwosci funkgji cigglych. ;
Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku). Jezeli funkcja f okreslona w pewnyn
otoczeniu punkiu x, jest w tym punkcie ciggla i f (xo) > 0, to iStnieje takie otoczenie |
punktiu xo, Ze f(x) > 0 dla katdego xe U. - ; 3
Na rys. 58-2 przedstawiona jest interpretacja geometryczna tego twierdzenia,

Y
= ; y=fx)
== = r =
a ¥ Xo 3
U 3
Rys. 58-2

Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie w przypadku, gdy funkcja f jes
ciggla w punkeie xo i f(xo) < 0; wowezas f(x) < 0 w pewnym otoczeniu punk
2 L T : - ¢

Uwaga. Funkcja nieciagla moze nie zachowywaé znaku w Zzadnym otoczeniu

punktu. w ktérym ma warto$é rézng od zera. Na przyklad funkcja f(x) = —;
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5

;q-sgn x ma w punkcie 0 warto$¢ dodatnia;L » lecz w kazdym otoczeniu tego pun-
2 g0 p

ktu przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne:

~ Twierdzenie (o przyjmowaniu wartosci posrednich). Jezeli funkcja f jest ‘ciggla
W przedziale domknigtym {a; b, f(a) # f(b), oraz liczha P znajduje sie miedzy f (a) -
" if(), to istnieje taka liczba c € (a; b), ze f (c) = p (rys. 58-3).

Rys. 58-3

W szczegblnosci, jezeli f(a) i f(b) sa r6znych znakow, to istnicje takie c,
J(¢) = 0. Liczba-c jest pierwiastkiem réwnania =0 :
Funkcja nieciagla okre$lona w przedziale {a; b) moze nie przyjmowaé w tym
dziale kazdej wartosci posredniej miedzy f(a)i f(b). Na przyktad funkcja f (x) =
= sgn x jest okreSlona w przedziale (=% 1),f(=1) = —1, f(1) = 1, natomiast’
nie istnieje taka liczba c e (—1;1), ze f(c) = %

~ Twierdzenie (o przyjmowaniu wartosci najmniejszej i najwickszej). Jezeli Junkcja f
jest ciqgla w przedziate domknietym {a;b) to w pewnym punkcie tego przedzialy
zyjmuje warto$S¢ najmniejszq, oraz w pewnym punrkcie tego przedzialu przyjmuje
rtos¢ najwigkszq.

Rys. 58-4 ilustruje tres¢ tego twierdzenia.

Rys. 58-4

Jezeli funkcja nie-jest ciagla, lub gdy przedziat nie jest domknigty, to funkcja
nie przyjmowaé w tym przedziale wartoéci najmniejszej i wartosci najwigkszej.
jest na przyklad z funkcjg S
2x, d O<x<1l
Jx) = 5
j 4 gdy x=0 Iub x=1
faz z funkcja ctg x w przedziale (0; 7).
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Pytania i zadania

'
ot
.

Podaé okreslenie cigglosci funkcji w punkcie.
Co to znaczy, ze funkcja jest ciagta w przedziale?
Podaé przyklad funkcji a) ciaglej w punkcie 1, b) nieciaglej w punkcne'
Udowodni¢ ciagloé¢ jednomianu f(x) = ax". §
Dokonaé przegladu funkcji elementarnych z punktu widzenia ich cnqgl &
Podaé twierdzenie a) o lokalnym zachowaniu znaku, b) o przyjmowanil
wartoéci posrednich, ) o przyjmowaniu warto$ci najmniejszej i najwie
7*. Na podstawie wlasciwosci funkcji ciaglych udowodnié, ze réwnanie x3+
+px+q = 0 ma co najmniej jeden pierwiastek.
8*. Udowodni¢, ze jezeli dziedzing funkcji ciaglej jest przedzial domknigl
to przeciwdziedzing jest takze przedzial domknigty.
9*, Naszkicowaé wykres funkcji i zbadaé jej ciaglosé

aww

o »

1 1 1
e o L B yeh-pl, Sy=—— 4 pe—mal

€) y=x—‘_;|ﬂcosx, f) y=—lE|-c052x, g) y = [sin2x].

10*. Podaé przyklad dwéch funkcji nieciaglych, ktérych suma jest funkejs
ciagta. Czy istnieja dwie funkcje ciagle, ktérych suma jest funkcja nieci

59. Pochodna funkcji

Niech f oznacza funkcj¢ zmiennej x okre§lona w pewnym otoczemu U punktu x,,
za$§ h # 0 taka liczbe, ze x,+heU. '
Iloraz

S (xo+h)—f(x0)
h

nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie x, dla przyrostu h, Nazwa tego

ilorazu pochodzi stad, ze w liczniku mamy réznice wartosci funkcji, za§ w mia-

nowniku réznice wartoéci argumentu, gdyz h = (xo+h)—x,.
Definicja. Jezeli iloraz réznicowy (59.1) ma granice gdy h dazy do zera, to te gra-

nice nazywamy pochodnq funkcji f w punkcie xo i oznaczamy f'(x,). :
Mamy wigc

5 xo+h)—f (x :
h—+0 i

Zamiast f"(x,) piszemy tez ( SO,
Jezeli granica (59.2) istnieje,to méwimy, ze funkcja f ma pochodng w punkcie X,
lub Ze jest rézniczkowalna w tym punkcie. ]

Przyklad. Obliczy¢ pochodna funkcji x? wt punkcie 2.
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i Rozwnqzame Tworzymy 1loraz réznicowy funkcji x* w punkcie 2 dla przy-
:w: h i obliczamy jego wartosé

g
_£2+_hz‘_2 " %—(4+4h+h2—4) =d+h
(x?); =lim@4+h) =4

h—>0
- Odp. 4. :
‘ Przykiad. Obliczy¢ pochodna funkcji x* w punkcie Xo-
Rozwiazanie. Tworzymy iloraz rézmcowy i obliczamy jego wartos§é

- P
M’-’P T(xo+3x§h+3xoh’+h3—xo)=3xo+3xoh+hz

(x’);o = lim (Bx3+3xoh+h?) = 3x3
>0

- Rozwigzanie
1 o
1 ) o Tl kg -1 1
—4 =lim = lim =—-—
(x X0 h>0 - h ) uLo Xo (xo+4) b x3
Odp. E
X0

: Jléimczkowalnosc a ciaglo$¢. Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie X0,
’;{est w tym punkcie ciggla. Istotnie, poniewaz

F(xo+h)— f(xo )=i("°_+")__fﬂ =

kazdego h z pewnego sasiedztwa zera), wiec gdy h — 0, to rétnica f(xo+h)-
f(xo) dazy do iloczynu f*(x,)-0, czyli do 0. Podstawiajac x = x,+ A mamy X = Xo
y h —» 0, wigc ostatecznie

lim [f()=f(x0)] =0, czyli lim f(x) = f(xo)

dezy o ciaglosci funkcji £ w punkcie x,.

glos¢ funkciji jest zatem warunkiem koniecznym dla istnienia pochodne;j,
nie jest warunkiem wystarczajacym; $wiadczy o tym przyktad funkcji
ej w punkcie 0 i nie majacej w tym punkcie pochodnej, poniewaz iloraz réz-

lITL = sgn h nie ma granicy, gdy h — 0.
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Interpretacja ge_onietryczna pochodnej przedstawiona jest na rys. 59-1.
roznicowy jest rowny tangensowi kata nachylenia f siecznej AB do osi OX, ¢
wspblczynnikowi kierunkowemu tej siecznej. Pochodna f'(xo), a wigc granica i

Rys. 59-1 3

razu roznicowego, jést réowna wspolczynnikowi kierunkowemu stycz ;:
do krzywej y = f(x) w punkcie 4 o odcietej x,:
7 S'(x0) =tga,
gdzie a oznacza kat nachylenia tej stycznej do osi OX.
Styczna do krzywej y = f(x) w punkcie P (xo,f(x,)) ma réwnanie :
Y—yo =f'(x,) (x—x,) EE ! ( 9.
Przyklad. Napisa¢ réwnanie stycznej do paraboli y = x> w punkcie P (2,

Rozwigzanie. Mamy tu f(x) = x2, wigc f'(2) = 4. Réwnanie szukanej styc
nej ma wigc postac

y—4=4(x—2), skad y=4x—4
Odp. y = 4x—4. :
Rys. 59-2 ilustruje ten przyklad.

4

4 _____

|

ke |

|

= |
y=x? y=4x—4

1+ |

|

1 | 5 X

= 0./1 25

Rys. 59-2
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Interpretacja fizyczna pochodnej. Zalézmy, ze punkt P porusza si¢ po osi hcz-
bowej OS (rys. 59-3) i ze wspotrzedna s punktu P jest funkcja czasu ¢

$=5(1) ‘ (59.4)
g LT
s=s(t)
Rys. 59-3

Ayt s(t+200)= (1)

A :
t predkoscig Sredniq punktu P od chwili ¢ do chwili 7+ 4¢. Granica tego ilorazu,
y t - 0 jest predkoscia v () punktu P w chwili z:

() = lim 45 _ 5p) A
4

o At

'

Pochodna jako funkcja. Jezeli funkcja /' ma pochodng w kazdym punkcie x pew-

nego przedziatu (lub innego zbioru punktéw), to okreslona jest w tym przedziale
[iorze) funkcja

x—y=f'(x)

a krétko pochodnq funkcji f. Na przyklad
FO =3 Foyr=2% dla xe(Lonim)
fx) =x*, fi(x)=3x*, dla xe(—o;0)

f(X)—xi, f'(x)="il'=” dla  xe(=0;0) U (0; )

przykiady na str. 271).

: Przyklad. Obliczyé pochodna funkcji sin x.
‘Rozwigzanie. Poniewaz

iER e h =
sin
= cos(x+ 7)'_11_

fe+h—f() _ sin(x+h)—sinx _ 2sinT5— cos T
g = ,

korzystajac z réwnosci (57.10) oraz z ciaglosci funkcji cosinus, dzigki ktdrej

x+ %) —cos x gdy 4 — 0, dostajemy

(sinx)’ = cos x ' (59.6)

273



Podobnie wyprowadzamy wzdr -
(cos x) = —sinx
dla x e (—o0; ).
Przyklad. Obliczy¢ pochodna funkcji /X, x € (0; ).
Rozwigzanie. Poniewaz :
]/H_h_—l/x (}/,\+h—l/x)(; V+h+|/—) NS
h ~h-(Yx+h+yx) T Vath+yx

wigc korzystajac z rownosci (57.8) oraz z twierdzenia o rachunku granic, dostajen

/-8

=is 1
(vx) o

dla x € (0; ).

Pytania i zadania

1. Co to jest iloraz réznicowy?

2. Wypowiedzie¢ i napisa¢ okreslenie pochodnej FAXE):

3. Udowodni¢, ze kazda funkcja rézniczkowalna w punkcie x, jest w t
punkcie ciagta. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe? 2

4..  Poda¢ interpretacje geometryczng pochodnej.

5. Poda¢ interpretacje fizyczna pochodnej.

6. Poda¢ przyklad funkcji, ktéra nie ma pochodnej w punkcie 4.

7. Obliczy¢ na podstawie definicji

a) f'2), gdy f(x)=x?+2x, b)f(1), gdy f(x)=','1{,

) SO, gy f0)=x+5x, &SI gdy J0=r,
e) S10), gdy f(x)=sinx, f) /=), gdy f(X)——cosx
‘D 1O, gy =21, W, sy j@=2"L

8*. Znalez¢ réwnanie stycznej do linii y = x*+2x w punkcie (1, 3).
9*. Sporzadzi¢ wykres funkcji
—-X, d x<0
16 = L -
by TR R

a nastgpnic udowodni¢, ze ma ona pochodna w kazdym punkcie z wyjatkiem pun
ktu 0. ‘
10*. Sporzadzi¢ wykres funkcji
: | =x gdy. x<0
| x2—x, gdy x>0
a nastgpnie udowodnié, ze pochodna f’(x) istnieje dla kazdego x.

fx)=
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60. Obliczanie pochodnej

v

- Podamy tu podstawowe twierdzenia o obliczaniu pochodnych. Dowody tych
twierdzen sa podobne: piszemy odpowiedni iloraz réznicowy, a nastgpnie obliczamy
4 }ego granice gdy przyrost zmiennej niezaleznej dazy do zera.

~ Pochodna funkcji stalej jest rowna zeru:

3 : ) =0 (60.1)
poniewaz dla f(x) = ¢ mamy

g f(x+h)—f(x) e, Jnl 0

h h=T ';_,o 0’

Pochodna sumy funkcji. Jezeli funkcje f (x) i g (x) sq rozniczkowalne, to
E U )+g I =f'(x)+g' () : (60.2)
- Dowdd. Oznaczamy F (x) = f(x)4g (x). Stad
{ F(x+h})’—r(51 & f(x+h)+g(x+lh)—f(X)—g(x) z
— 1
: - f(x+hz—f(x) L 9t —g(x)

h h—>0 2

——> f(x)+g(x);. cnd
h—>0

Pochodna réznicy funkcji. Jezeli funkcje f(x) i g (x) sq rozniczkowalne, to

fx)-g )N =f=)-g'(x) (60.3)
Dowdd jest analogiczny do dowodu wzoru (60.2). &
“Pochodna iloczynu funkcji. Jezeli funkcje f(x) i g (x) sq rézniczkowalne, to
‘ [f(x) g @) =f(x) g ()+Sf (x)g'(x) (60.4)
~ Dowéd. Ozpaczamy F(x) = f(x)-g (x). Piszemy iloraz réznicowy, a nastgpnie
adejmujemy i dodajemy w liczniku f(x) g (x+h):
EE 0P 0 LG i fone

/]

= f(X+h)g(x+h)—f(X)g(x+hh)+f(X)g(x+h)—f(X)y(X) A .

= SEADIQ) ooy g0 LEHR=00)

h—+0
= [ g+ g'(), cnd.

W przeprowadzonym dowodzie skorzystalismy dwukrotnie z twierdzenia o ra-
l»w unku granic (granica iloczynu). Ponadto skorzystaliémy z tego, Ze istni€nie po-
chodnej g’ (x) zapewnia ciagtos¢ funkcji g (x), a stad g (x+h) —» g (x) gdy h — 0.
- Wniosek. Jezeli funkcja f(x) jest rézniczkowalna, to

e f) =cf'(x)
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Pochodna ilorazu funkcji. Jezeli funkcje f(x) i g (x) sq rézniczkowalne, przy _
g(x)#0, to : ' |
S _ ) g x)-f(x)g'x) (60
g (x) £%(x) T
Dowéd. Oznaczamy F(x) = L) . Stad
; g(x)
fG+h)  f(x)

F(x+h)—F(x) _ 8x+h) ~ gb) Sx+h)-g(x)—f(x) g (x+h) = J

h = h s h-g(x+h)-g(x) E

J(x+h) g (x)—f(x)g (x)+ f(x) g (x) = f(x) g (x+ h) A
h-g(x+h)g(x)

e h—
f(x+h2 f(x)g(x)_f(x).g(x+ ) —&(x)

e A L S M) -f(x)g'(x) i 4
g(x+h)-g(x) PR g%(x) 3 ‘4

Pochodna funkcji potegowej:
") =nx""' neN, xe(-o;m) . (604

Dowéd (indukeyjny). Dla n = 1 wzér (60.6) jest prawd.ziwy, poniewai
dla f(x) = x mamy : : :
f(x+h)—f(x) _Xth—x 1
h W e : 4
za$ 1 mozna zapisaé'w 'postaci 1+ x% (patrz str. 157, rozszerzenie dziedzi‘n"
jednomianu). g
Zakladamy, ze wzor (60.6) jest prawdziwy dla pewnej liczby naturalnej
n i bierzemy pod uwage funkcje f(x) = x"*!, czyli f(x) = z - x. Korzysta-
jac ze wzoru (60.4) na pochodng iloczynu, dostajemy
f@=mn-z"1. 242" 1= (n+1) 2" = (n+ 1)z, cdn.
Przyklady.
y=x*+3; yV=0+0@)=2x'+0=2x, dla xeR
y=5x% y =(5)x*+5(x*) =0+20x3=20x3, dla xeR

o g

ks PR & ) M ot i O ey = 1 ;
y=7, Y= X2 e x2°’ dla x'¢0
2x 2-(x+1)—2x-1 2
B R 7 =Y il i
faer s Y Gt 1)? G102 GEE

Mozna udowodnic, ze dla x € R+ wzdr (60.6) jest prawdziwy dla kazdego wymier-
nego wykladnika n. :

Przyklad. Obliczy¢ za pomoca wzoru (60.6) pochodna funkcji '/ Xx.
Rozwigzanie. Dla x > 0 mamy -

W= iipio b

0 =
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r,.

Odp.

1
2yx

7 (g x)

sin

‘nalezy pamietaé.

’;stogme, poniewaz tg x = ey

(por. wzdr (59.8)).

Pochodna funkcji tangens:

s Sp dla

X

cos x #0

u dostajemy
S g sinx)’*cos x—sinx- (cosx
(9 = (53) = ¢ e
cos?x +sin?x 1 :
c = cnd.
- cos?x cos
~ Pochodna funkcji cotangens:
) 1 ;
(ctg x)' = — P ot dla sinx # 0

yprowadzeme tego wzoru jest. analogiczne do wyprowadzenia wzoru (60 D.
~ W tabl. 60-1 zebrano najwazniejsze wzory na obliczanie pochodnych. Te wzory

Tabl. 60-1 -
funkcja pochodna uwagi
=T 0 xeER :
~ 2 - xeR gdy neN i
£ nx"t xeR+gdyneW§
1 :
¥e 275 £l
¥ 1 % ot % x#0 i
sin x cos x ’
cos x —sin x o ‘
tg x cosl‘ E dla cosx # 0 :
ctg x ———,~lz— ; dla sinx # 0 i
sin® x |
f(x)+g (x) Fx)+g'(x) | ;
F6)—g () F—g'® ' 6f_ e ;g (xl) .
1692 () S0 e+ (g sy
i
f(x) f(x) g (x)—f(x) g'(x) 2 (B !
g(x) £*(x)

(60.7)

, wWigc na podstawne wzoru (60.5) na pochodna ilo-

(60.8)
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Przyklady

y=x*sinx; ) =2-sinx+x?cosx, dla xeR

_coSx v =SINX X=CcO8 X%~ 1 >
o x ’ S ) ==
ey xsmx-zl-cosx He ik
x .
= , 1 — 1 + 3
y=Vxtgx; y —.2'/; tgx +)/x osix: & x>0 i cosx#0
=Vrmpr: ya-loagetaicl dla  sinx #0
R gx; }'—-3-;/3 ctgx e = o a sinx #
SO
. Pytania i zadania .

1. Wyprowadzi¢ wzory z tabl. 60-1 (str. 277).
2, Obliczy¢ na podstawie definicji pochodne funkcji

1 3,— x
a) —x'i‘, b) ]/x, C) —x:_—l, d) tgx

3. Korzystajac ze wzoréw z tabl. 60-1, obliczy¢ pochodne funkcji:

4 - x2—1

a) x>+2x2=3x+4, b) 2)/x+smx—cosx, c)—x-tl—,

sin x x24+1 Y e x3—1
d) x 1 e) x ” f) x+1° g) X2+X+l’

: . 1

-G 2 e NEL SR S
h) x3-sinx+x2-cosx, 1)'; £ P 2+sinx

“tex sin 2x ' \

PR | » m)'cos®x, - n)sin3x.

) Vo ™ )

4*. Napisa¢ réwnanie stycznej do linii y = sin x w punkcie o odcigtej: a) %
3

b) —m, ¢) =.

) e )

5. Dla jakich wartosci x pochodna funkéji x3+x2—x+1 jest réwna zeru'

6. Udowodni¢, ze liczba x,, jest pierwiastkiem podwdjnym tréjmianu x2 + px +

wtedy i tylko wtedy, gdy jest punktem zerowym tego tréjmianu i jego po;
chodne;j. ;

61. Pochodna funkcji zlozonej

Funkcja zlozona. Niech beda dane dwie funkcje: £, ktorej dziedzing jest zbior )(;
zas przeciwdziedzing zbiér U, oraz funkcja g, ktérej dziedzina zawiera zbior U. za§
przeciwdziedzing jest zbior V. Para uporzagdkowana funkcji f, g okresla nowy’

\
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kcje F, ktorej dziedzing jest zbior X, za$ przeciwdziedzing jest pewien pod-
zbiér Y zbioru V: kazdemu elementowi x € X przyporzadkowany jest element v =
= f(x) zbioru U, a nastgpnie kazdemu elementowi u e U przyporzadkowany jest
element » = g (u) zbioru Y. Funkcje F nazywamy w tym przypadku funkcjg zloZong
funkcji / i g lub superpozycjq (zlozeniem) tych dwoch funkcji. Piszemy
: F(x)=g(f(x)) lub F(x)=(gof)(x)
rzy czym f nazywamy funkcja wewnetrzng, za§ g — funkcja zewngtrznq

Rys. 61-1 ilustruje pojecie funkcji ztozonej.

y=(a)(x)

5 funkcja zlozong
2\ u=flx) =g(u)

funkcja funkcja
Zewne -
trzna

Rys. 61-1

- Przyklad. Funkcje y = sin 5x mozna traktowaé jako funkcje ztozona g (f(x)),
przy czym f(x) = 5x, g (u) = sin u. Dziedzina tej funkcji zlozonej jest zbiér R,
przeciwdziedzina Y jest przedziat ( —1; +1). Przeciwdziedzina U funkcji wew-
‘netrznej jest zbior R.

~ Mozna udowodnié, ze superpozycja g o f dwéch funkcji ciqglych jest funkcjq ciqgla:
li funkcja f(x) jest ciggla w punkcie x,,zaé funkcja g (u) jest ciaglta w punkcie
4o = f(x0), to funkcja ztoZzona gof jest ciagta w punkcie x,.

- Na przyklad funkcja y = cos x? jest ciagta w kazdym punkcie, poniewaz funkcja
x* jest ciggla i funkcja cos u jest ciagla.

~ Pochodna funkcji zlozonej. Jezeli funkcja f ma w punkcie x, pochodng f'(x,),
funkcja g ma w punkae uo = f(xo) pochodng g'(u,), to funkcja zlotona F=gof
w punkcie xo pochodng

4 F'(x,) = g'(#0) f" (o) (61.1)
- Dowéd. Niech h # 0 oznacza przyrost zmiennej x, za§ k = f (xo+h)—f (x,). Dla
uproszczenia dowodu zaktadamy dodatkowo, ze istnieje takie sasiedztwo § pun-
Xo, W ktérym f(x) # f(x,). Wynika stad, Ze dla kazdego h dostatecznie blis-
k zeru (xo+h € §) mamy k # 0. Poniewaz F(x,) = g(f(xo)) = g (o), oraz
v Xo+h) = g (f(xo+h)) = g (uo+k), wigc dla kazdego x,+h € § dostajemy

L F(xo+h)—F(xo) _ g(uotk)—g(uo) _ gluo+k)—g(uo)  k _

h h gl k .
: 2 g(uo+k)—g(ug) : Sf(xo+h)—f(xo)
k ' h A0

= g'(uo) f'(x0), cnd.
h—0

staliSmy tu z istnienia pochodnych g'(u,) i f'(x,), oraz z twierdzenia o gra-
icy iloczynu dwéch funkeji.
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", rzystajac ze wzoru na pochodna iloczynu otrzymamy

Jezeli funkcja f ma pochodna w kazdym punkcie x pewnego zbioru X, za$
kcja g ma pochodna w kazdym punkcie u = £ (x) zbioru U, to zastgpujac we
(61.1) x, przez x, oraz u, — czyli f(xo) — przez f(x), dostaniemy

Fx)=g'(fe) f'(x), dla xeX * (61
Wzér (61.2) mozna krétko tak odczytaé: pochodna Sunkcji zlozonej jest réwna il
czynowi.pochodnej funkcji zewnetrznej g przez pochodng Sunkcji wewnetrznej f.

Przyklad. Obliczy¢ pochodna funkcji

y =cos®x
Rozwiazanie. Niech y = g () = 43, u = f(x) = cos x. Poniewaz g =3
oraz f'(x) = —sin x, wigc na podstawie wzoru (61.2)

Y = 3(cos x)? - (—sinx)
Odp. —3 cos? x sin x, dla xeR. ’
Przyklad. Obliczy¢ pochodna funkcji
y=Vsinx

Rozwiazanie. Niech y = /u, u = sin x. Stad

> 1
Y = ———=-cosx
2y/sinx
Odp. —%X_ dla sin x > 0.

2)sinx
Przyklad. Obliczy¢ pochodng funkcji

y= ]/ x+1/;
Rozwiazanie. Niech y = y/u, u = x+/x. Stad
’" 1

o

142y x
Odp. —L_ dla x> 0.
41/;l7x+]/x

Przyklad. Obliczy¢ pochodng funkcji

: -y =sin2x :
Rozwiazanie (Pierwszy sposéb.) Poniewaz sin 2x = 2 sin x-cos.x, wiec ko-

- y'=2cosx-cosx+2sifx-(—5inx) = 2 (cos?x —sin2x) = 2 cos 2x

Rozwiazanie (Drugi sposéb). Niech y = sin u, u = 2x. Stad na podstawi
wzoru (61.2) dostajemy

Y =cos2x-2 =2cos2x
Odp. 2 cos 2x.
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Pytania i zadania

Co to jest funkcja ztozona? Podaé przyklad.

Co wiadomo o ciagloéci funkcji zlozonej?

3 Wypowiedzie¢ twierdzenie o pochodnej funkcji ztozone;j.
~ 4*, Obliczy¢ pochodne funkcji:

a) Y1+x2, 'b) Y1-x%, c¢) sinx?, d) cos’x,
\
") sin(6x+7), f) tg2x, g) Veigsx, h) JT+sin’x,

“i) Ei?:? i) tg¥x, k) cos (sinx), 1) Vsinx,

cos 2x X

1 e .
) Veosx ") ]/x s S 14+x2° P) 1+cos?x

. 5% Znalezé punkt na krzywej y = x> —x, w ktérym styczna jest réwnolegla
! do OX. : ¢

6*. Znalezé punkt na krzywej y = sin’x, 0 < x <, w ktérym styczna jest
nachylona do OX pod katem 45°.

- 62. Pochodna drugiego rzedu

 Jeeli funkeja pochodna f(x) ma pochodna, to te pochodna nazywamy druga
hodnq funkcji f(x) i oznaczamy symbolem f”'(x).

@) 5 (f () ; 62.1)

y=x342x, Yy =3x>42, y"=6x

"~ y=sinx, y' =cosx, Yy = —sinx
______1_ o ¥ /I___2_
Joo X > s el xz ’ : AR x;

Interpretacja fizyczna drugiej pochodnej. Jezeli réwnanie ruchu punktu P po
S jest postaci s = 5(t), to jak wiadomo (por. p. 59) pochodna s'(f) przedsta-
predkos¢ v (1) tego punktu w chwili ¢. Iloraz réznicowy ‘

'Av = v(t+4t)—v(t)

At At

zyspieszeniem Srednim punktu P od chwili ¢ do chwili 7+ At. Granica tego
gdy At > 0 jest to przyspieszenie a(t) punktu P w chwili ¢:

e
a () =AI‘|To o v (t) : (62.2)‘
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Przyklad. JezZeli ruch jest jednostajnie zmienny

. 1
S=So+vo"+'§a'2

to

v() =vo+at, a(f)=a (stale przyspieszenie)

Przyklad. Udowodnié, 2e funkcja y = sin x—2 cos x spetnia réwnanie y'’ +y
Mamy y’ = cosx+2sinx, y"" = —sinx+2cosx, wiec y''+y = (—sinx+
+2 cos x)+(sin x=2cos x) = 0, cnd. E
Jezeli druga pochodna f’’(x) ma pochodna, to tQ pochodng nazywams' trzeci
pochodnq funkcji f(x) i oznaczamy f'''(x).
Podobnie okre§lamy czwartg i wyzsze pochodne.

Przyklad
y=x5 y'=5x% y'=20x% y"=60x2, yv=120x, itd.

Pytania i zadania

. Poda¢ okreslenie drugiej pochodnej.

. Oméwi¢ interpretacje fizyczna drugiej pochodne;j.

3. Obliczy¢ druga pochodna funkcyj:

a) xsinx, b)cos 2x, ' c)sin?x, d) x*+3x2+x+1,

N -

€) x2cosx, f) J/x )L h) xt-1 )t
’ ' X ) g xz ) xz_l E} 1 SX,
fil 2, 1 1 6 3
J) A k)xt+ e 1) G ™ XT3+ 43,

4*, Znalezc warto$¢ x, dla ktorej druga pochodna funkcji x* — x jest réwna
5*. Udowodni¢, 2e funkcja y = A sin x+ Bcos x, A, B — stale dowolne, sp
réwnanie y’’'+y = 0.

Odpowiedzi do rozdzialu IX
7.
9*, a') 6, - 0b)2: ¢)3-d)

‘

h) —e, i) —co. 1% 0. 12 a) "-2’-“ , b)0.

2 1
P ) ) B 1 iy g)?.

—_

S . patrz c:qglo.fé niektorych funkcji, str. 267. 10*. Nie istnieja, gdyz suma funkc
ciagtych jest furkcja ciagta. 4

59.
3. tw. odwrotne jest falszywe. 7. a) 6, b) —1, c) 5, d) 1—, e)l, )0, §) —0,04, h) .
8* 5x—-y—-2=0. /
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: S

=2 1 3

j’ 'ﬂ) ~x—3— 5 ‘dla x # 0, b) -3—1—/‘:2“, dla x#O, c) _(_X—'—"—I)T’ dlax# ~1 ’
4 < x -

—1~—, dla cos x#0. 3. a) ‘3x2+4x-3, dla xeR, b) -l—+cos x+sin x,

© cosx ‘/;
,' '_ 3 z_
dlaxeRy, o) 1, dla x#£1, d) »"—‘i’%ﬂ, dla x#0, €) "x,'

, dla x#0,

f)2x—1, dla £ # —1, g) 1 dla xeR, h) 2x?sin x+(x3+42x) cos x, dla xe R,
' 1+tg2x
(1+tgx)*’

—COs X

m, dla cosx #£ 0,

B ik xeR.. )

2l/.1r3

g+ —1, 1

dla xeR, k)

e
)M dla x > 0, m) —sin2x, n)sin2x.

: 2xyx
| SRR T )
»'y= —x+m. 5.. xy = -1, x, =%-
=,
».;‘a)V%xz, x€R, b)l/%_t;;,—l<x<l, c)2x.cosx’,xeR,

.v = 2
d) —Scos*x-sinx, xeR, e)6cos(6x+7), xR, Doasn dia cos 2x#0,

-5 sin 2x

—————  dlasinlOx#¥0, h) ——————  dla xeR,
= 2)/ctg 5x-sin?5x ) 3-Y (T +sin? %)? :

~—» dlasinx #0, j) ,dla x > 0.i cos J/x #0,

1
2)/x-cos?y/x,
cos x

2y sinx

k) ~sin (sin x)-cos x, dla xeR, 1) ,dlasinx>0,

.‘.\ tgx 1 1
) ———,dla cosx>0, n) ——— - [3x? ._),dlax>0,
2/cos x )2]/x3+ Y x ( . 2y

. —2xc0s 2x—2 (14 x2) sin 2x
(14x%) 4

14cos?x+x -sin 2x

dla xeR,

Sdn xeR ., P,(_'_/sz, i%i)

(14cos?x)?
(. =) er(3.3)
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62. < :
/3. a)2cosx—xsinx, b) —4cos2x, c)2cos2x, d) 6x+6,

: -1 6 : si

e) 2cos x—4xsin x—x%cosx, f) —— —= s h)2, . ) =
) : ) 4X '/—; > g) x¢ ) )

—Cos x
sin®x

"j);zy, k) 2+ % 1) . m) 30x*+i8x. 4% 0,



Rozdziat X

ZASTOSOWANIE METODY WSPOLRZEDNYCH
I RACHUNKU POCHODNYCH

:"’i "q
j f'(x0)>0
1o istnieje takie sqsiedztwo S tego punktu, ze dla kazdego x € S

x < xo= f(x) < f(xo)

: (63.1)
x > xo= f(x) > f(xo)
Dowéd. Poniewaz pochodna f’(x,) jest granica ilorazu réznicowego
S(x) = f(xo) :
s (63.2)

X — X,, wigc istnieje takie sgsiedztwo § punktu x,, w ktérym ten iloraz ma
ki sam znak jak f'(x,). Dla kazdego x € § mamy zatem

S(x)= f(xo) >0

X=—Xo

nika stad, ze dla kazdego x € § licznik i mianownik ilorazu (63.2) sa jednoczes-
ujemne albo jednoczesnie dodatnie, a to wlasnie znaczy, ze warunki (63.1) sa
one, cnd.

S :Udowodmony lemat mozna wypowiedzieé¢ nastgpujaco: jezeli funkqa ma w pun-
cie X, pochodnq dodatniq, to w pewnym lewostronnym sqsiedztwie punktu xo przyj-
2 wartosci mniejsze niz f(x,), zas w pewnym prawostronnym sqsiedztwie tego
przyjmuje wartosci wigksze niz f(x,). z

obnie dowodzi sig, ze jezeli funkcja f ma W punkcie x, ’pbchodnq ujemnq

Flx) <0



to istnieje takie sqsiedztwo § tego punktu, te dla kazdego xe S
x < xo=>f(x) >f(xo)
X > xo = f(x) < f(Xo)

Twierdzenie. Jezeli pochodna funkcji f jest w katdym punkcie przedzialu (d,z
dodatnia, to funkcja jest w tym przedziale rosnqca.

'

Dowdd. Niech x, i x, beda dowolnymi punktami przedziatu (a; b), przy czyr
x; < x;. Nalezy udowodnié, ze f(x,) < f(x,). 4

Poniewaz funkcja f ma pochodna w przedziale domknigtym (x,; x,), wiec jes
ciggla w tym przedziale. Wynika stad, ze w pewnym punkcie ¢ € {x,; x,> funkcja,
przyjmuje warto$¢ najwigksza sposrod wszystkich wartosci jakie przyjmuj
w przedziale (x,;x,> (patrz twierdzenie o przyjmowaniu wartosci najmniejsze
i najwigkszej, str. 269). Poniewaz dla kaidego x € (a; b) mamy f'(x) > 0,
f'(¢) > 0. Wykazemy, 2e ¢ = x,. Istotnie, gdyby bylo x, < ¢ < X,, to na mog
poprzedniego lematu istnialaby taka liczba x wigksza od ¢ i mniejsza od x,, ze f () '.
> f(c). Ta ostatnia nieréwnos¢ jest jednak falszywa, gdyz f(c) jest najwieks;
wartoscia funkcji w przedziale (x,; x,). Zatem ¢ = x,, wigc f(x,) < f(x,). Réwno$
S(xy) = f(x;) nie jest mozliwa, gdyz f'(x,) >0, a zatem (lemat) istnieje p\m
x €(x;; x, > dla ktérego f(x) > f(x,), wiec f(x,) nie jest najwieksza wartoscig
funkcji /' w przedziale {x,; x,). Stad ostatecznie f(x,) < f(x;), cnd.

Udowodnione twierdzenie mozna zapisaé krétko: i
A f(x)>0=af(x)jestroancaw(a b) (63.3

x€(a; b,

Podobnie dowodzi si¢ twierdzenia:

A f (%) < 0= f(x) jest malejaca w (a; b) (5;;,

x€(a; b

Rys. 63-1 przedstawia mterpretaqg geometryczna twierdzen (63.3) i (63.4); ji
ona oparta na interpretacji geometrycznej pochodnej (str. 272). i

o : Y

o
Il
S e oy
=
-
4

|
I
— : e )
7ol o
|
:’ I |
X M R
EZa= 2% b 050 X b
flx)=tga>0 fx)=tga<0
wige funkcja wiec funkga
Jest rosnaca Jest malejaca
Rys. 63-1

Przyklad. Funkcja f(x) = x2—1 ma ﬁochodnq J'(x) = 2x, ktora jest ujem'
w przedziale (—o0;0) i dodatnia w przedziale (0; o0). Funkcja x? jest wiec male
jaca w przedziale (—0;0) i rosngca w przedziale (0; o) — rys. 63-2.

A
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y=x2—1

=7 1 X

fx)<o o . x)>0
wiec funkcja wiec funkcja
Jest malejgca — Jest rosngca

-

Rys. 63-2

~ Twierdzenie odwrotne do (63.3) i twierdzenie odwrotne do (63.4) nie sa prawdzi-
nie mozna twierdzi¢, ze funkcja rosnaca musi mieé¢ pochodna dodatnia, oraz
mozna twierdzi¢, Zze funkcja malejaca musi mieé¢ pochodng ujemna; w kazdym
tych dwéch przypadkéw funkcja moze mie¢ w pewnych.punktach pochodna réw-
, za§ w innych punktach moze nie mie¢ pochodnej w ogéle — rys. 63-3.

¥ SR
y=2x+|x| y=x3
’ ..
L 1 X L | X
=1 0 A . —1 1

f(x) jest rosngca : : f(x) jest rosnaca
flx)=1dla x<0 flx)=3x220
Flx)=3 dla x>0 £10)=
£10) nie istnieje

Rys. 63-3

Natomiast prawdziwe sa nastgpujace dwa twierdzenia

f (x) jest réiniczkowalna i rosnaca w (a; b) = /\ f (x) > (63.5)
f(x) jest réiniczkowalnasi malejgca w (@; ) = A f’ (x) <0 (63.6)

B xcla: b)

~ Przyklad*. Zbadaé zmiennosé funkji :

- : y=x3-3x " (63.7)
- Rozwiazanie. Obliczamy pochodng y’ = 3x*—3 = 3 (x?~—1). Poniewaz po-
na jest dodatnia dla x> 1, tzn. dla x < —1 lub x > 1, za$ ujemna dla x2 < 1,
dla —1 < x < 1, wigc funkcja (63.7) jest rosnyca w przedziale (—oo; —1), ma-
jaca w przedziale (—1; + 1), oraz rosnaca w przedziale (1; o0). Przyréwnujac do 0
wa strong wzoru (63.7) znajdujemy punkty zerowe funkcji; sa nimi: -]/3 0
. Obliczamy wartos¢ funkcji (63.7) dla x = 1 oraz kllku innych wartosci x,
amy z nieparzystosci tej funkcjt i sporzadzamy jej wykrcs —1ys. 63-4.
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Y
y=x?—3x
——42%
i
|
|
= s . X
=f n h
I
[ ; :
| '
¢ —2 Py
Rys. 63-4 :
Przyklad. Udowodni¢, ze funkcja -
y = 2x—sin?x (63.8

jest rosnaca w. kazdym przedziale.
Rozwigzanie. Obliczamy pochodna
y =2—2sinx-cosx = 2—sin2x
Poniewaz —1 < sin 2x < 1, wigc dla kazdego x pochodna y’ jest dodatnia, a zaten
funkcja (63.8) jest~ rosngca w kazdym przedziale. :

Pytania i zadania
1. Wypowiedzie¢ twierdzenia, ktére wyrazaja zwiazek migdzy znakiem pocl
nej f(x) i zmiennoscia (wzrastaniem albo zmniejszaniem sig) funkcji £(x
- 2. Wiadomo, ze f'(x) < 0 dla kazdego x e (—3;2). Ktére z nastepuja
nieréwnosci sa prawdziwe, a ktore falszywe: /
a) f(=2)<f(0), b)f(=2)=f0), o f(-=D>f0),
d) f[(=D+fO+f () <0, ¢ f(0)f(1)=0. ;
3*. Znalez¢ przedzialy, w ktérych funkcja jest rosngea, przedzialy w- kidrydl
jest malejaca i naszkicowac wykres
a) y=x2+x, b) y=x3+x2410, ¢) y=—x>+6x,

1 x—1 1
- = Yo S e
d)y=x+ = e) y ey y=x e

4*, Udowodni¢, ze funkcja y = tg x—x jest rosngca w przedziale (— izr- S

Naszkicowa¢ wykres.
5*. Udowodnié, ze funkcja y = x*—x3+x jest rosnaca w przedziale (— o0

’ 64. Ekstremum funkcji w punkcie
Niech f bedzie funkcja okreslona w pewnym otoczeniu punktu X,.
ADeﬁnicja. Mév('imy, ze funkcja f ma w punkcie x, maksimum f (x,), jezeli ist
takie otoczenie U tego punktu, ze dla kazdego x e U spelniona jest nierdw

J(x) <f(xo0) _ (i
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Definicja. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x, minimum f(xo), jezeli istnieje
takie otoczenie U tego punktu, ze dla kazdego x € U spelniona jest nieréwnos¢

f(x) =f(x0) (64.2)

Rys. 64-1 ilustruje pojecia maksimum i minimum.

y ' %
: Maksimum Y=ty
-2 N
: ‘ [$£7)) piacte o
mm) fM mmum :
2 i | | | | !
1 1% 1 X i X0 J. X
0 U : 0 U
Rys. 64-1

- Maksima i minima funkcji nazywamy ekstremami tej funkcji. Z pojeciem ekstre-
num zetkneliémy si¢ juz przy omawianiu zmiennoéci tréjmianu kwadratowego.
Ekstremum (maksimum lub minimum) funkcji w punkcie x, jest pojeciem lo- _
Inym, tzn. istnienie ekstremum zwigzane jest z zachowaniem si¢ funkcji w pew-
m (dostatecznie matym) otoczeniu punktu xo, a nie zalezy od wartosci funkcji
a tym otoczeniem. Aby daé temu wyraz, méwimy tez ekstremum Jokalne
simum lokalne, minimum lokalne). Pojecie ekstremum nalezy odrézniaé od
jecia najwigkszej lub najmniejszej wartosci funkcji w pewnym zbiorze. To ostatnie
charakter integralny, gdyz odnosi si¢ do calego zbioru, np. do calej dzie-
ny funkcii. :

Przyklady ¢

- Funkcja okre$lona wzorem y = x? w przedziale {0; 1> ma w punkcie 0 warto$é
najmniejsza 0 i w punkcie 1 warto$¢ najwigksza 1, natomiast nie ma wewnatrz tego
dzialu maksimum ani minimum.

- Funkcja okres§lona wzorem y = x* w przedziale (—1; 1) ma w pg.fnkcie 0 wartosé
najmniejsza 0, ktora jest jednoczesnie minimum funkcji w tym punkcie, oraz ma war-
08¢ najwigksza, rowna 1, ktéra przyjmuje w punktach —1 i 1. Ta funkcja nie ma
maksimum.

- Funkcjay = x3—3x, x € R (patrz rys. 63-4) ma w punkcie — 1 maksimum réwne 2
W punkcie 1 minimum réwne —2, natomiast nie ma wartosci najwwkszej ani naj-

‘f Funkcja y = sin x, xe R, ma dla kazdego x, = = +n-2x, ne C, maksimum
wne 1 i ma dla kazdego x, = 7 n+n-2n, n € C minimum réwne —1. Maksi-

jest tu jednoczesnie najwieksza, za$ minimum — najmniejsza wartoscia funk-
jej dziedzinie.

a rys. 64-2 jest przedstawiony wykres funkcji y = f(x), x €<{a; b), ktéra ma
1zy maksima i dwa minima. Jedno z tych maksimow, f(xs), jest wartoscia najwigksza
‘7 c_u w przedziale {a; b), natomiast zadne z minim6w nie jest warto$cia najmniej-

e
} Matematyka
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sza tej funkcji (funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza w punkcie a). Zwraca 's.:
uwagg, ze¢ maksimum f(x;) jest mniejsze od minimum f(x,). .

Funkcja y = |x|+|x—1] (rys. 64-3), ma minimum w kazdym punkcie przedzia
tu <0; 1). 3

y maks

vt y=xl+x=1|

Rys. 64-3

Funkcja stata y = k ma w kazdym punkcie maksimum, ktdre jest jednoczesnie
minimum.

Warunek konieczny ekstremum. Jezeli funkcja f ma ekstremum w punkcie x i
w tym punkcie pochodnq, to

fix)=0 (643)

Dowéd (nie wprost). Zalézmy, ze f(xy) > 0. Dla kazdego x z dostatecz-
e malego sgsiedztwa punktu x, mamy wiec f(x) < f(xy), gdy <@
1 f(x) > f(xy), gdy x > x, (patrz lemat str. 285). W zadnym otoczeniu punk-
tu ry nie jest wigc spelniony warunek (64.1) ani warunek (64.2), czyli
w punkcie x, nie ma ekstremum. Podobnie dowodzimy, ze jezeli f(xe) < 08
to w punkcie x, nie ma ekstremum. Jezeli zatem w punkcie xy jest exs—
tremum, oraz istnieje pochodna, to f'(xg) = 0, cnd.

Warunek (64.3) oznacza, ze styczna do krzywej o réwnaniu y = f(x)
poprowadzona w punkcie ekstremalnym (z,, f(z,)) jest réownolegta do OX
(rys. 64-4). i

Y £x:)=0
|
; Ly 3
: X 3
0 %o '\
e Rys. 64-4

Uwaga. Warunek (64.3) nie jest wystarczajacy na to, zeby funkcja -
J(x) miata w punkcie z, ekstremum. Na przyklad funkcja 2% ma pochodng
3x°, ktéra jest rowna zeru w punkcie 0, lecz nie ma w tym punkcie ekstre-
mum (patrz rys. 63-3). Poniewaz jednak warunek (64.3) jest wa-
xunkxem koniecznym ekstremum, wigc do zbioru rozwigzan réwna-
hia f'(x) = 0 nalezg wszystkie punkty x, w ktérych istnieje pochodg
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na i funkcja ma ekstremum. Poza pierwiastkami réwnania f '(x) = 0 funkcja f(x)
moze mie¢ jeszcze ekstrema tylko w takich punktach, w ktérych pochodna f'(x) nie
istnieje. Poszukujac punktéw, w ktdrych funkcja f(x) ma ekstremum wystarczy
‘wiec ograniczy¢ si¢ do tych wartosci x, w ktérych f'(x) = 0 albo f'(x) nie istnieje.
Przyklad. Znalezé ekstremum funkcji

y=ixt=1| (64.4)
- Rozwiazanie. Poniewaz |x>—1| > 0, wigc funkcja ma w punkcie —1 i w punk-
cie 1 minimum réwne 0. W tych dwdch punktach pochodna nie istnieje (nie ma
stycznej do wykresu funkcji — rys. 64-5). Dla x < —11lub x > | mamy y = x?—1,
“wiec pochodna y’ = 2x # 0 i ekstremum nie ma. Dla —1 <.x <1 mamy nato-
miast y = 1—x2, stad y' = —2x wigc dla x = 0 pochodna jest réwna zeru. W tym
punkcie jest maksimum f(0) = 1.
'

y=p2—1|
1
l X
o L T 1
. Rys. 64-5

~ Odp. Dwa minima: f(—1) = f(1) = 0 i maksimum f(0) = 1.

~ Przyklad. Znalez¢ ekstremum funkeji

‘ y=—x242x - (64.5)
L -Rozwiazanie. Pochodna y’ = —2x+2 istnicje dla kazdego x. Warunek ko-

ny ekstremum jest spelniony gdy —2x+2 = 0, czyli dla x = 1. Latwo spraw-
, 2¢ w tym punkcie funkcja (64.5) ma :naksimum réwne 1. poniewaz

y=—(x*=2x)=—-(x2=2x+1-1)=1—-(x—1)?
Odp. Dla x =1, yous = 1.

b, :
- Warunek wystarczajacy ekstremum. Jezeli funkcja f ma pochodnq w pewnym oto-
czeniu punktu xo, przy czym

f(x)>0 gy x<x, i f(x)<0 gy x>x
to'w punkcie xo funkcja f ma maksimum; jezeli natomiast

‘ FUX) <0 gdy xx<x i Fx)>0 gy x>x
w punkcie xq funkcja f ma minimum.

- Dowoéd przeprowadzimy dla maksimum (dia minimum dowdd jest analogiczny).
 zalozenia wynika, 2e funkcja f jest rosnaca w pewnym przedziale (xo—h; xo >

lejaca w przedziale < x,; xo+h). Liczba f(x,) jest wigc najwigksza wartosciy
keji f w przedziale (xo—h; xo+ h), czyli funkcja ma w punkcie x, maksimum, cnd.
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Przyklad.* Znalezé ekstrema fu'n'l:<cji
= y=—x3+6x (
Rozwiazanie. Obliczamy pochodng

= —3x246 =3(2-x?)

anastepnie znajdujemy jej punkty zerowe; x; = —V/E'i Xy = 15 Tylko w tych dw
punktach funkcja (64. 6) moze mie¢ ekstremum. Poniewaz w dostatecznie maj
sasiedztwie punktu —l/ mamy

<0 dla x<-y2 iy>0 dla x>-y2
wiec w tym punkcie funkcja ma minimum f(— l/_)— —(- l/2)3+6( |2)€
=-4Vy2. Podobnie, poniewaz w dostateczme matym sgsiedztwie punktu l/ 2 mamy
y>0 dla x<y2 i y <0 da x>2
wigc w punkcie }'2 funkcja ma maksimum f/2) = (V2> +6V2 =4 V2.
Odp. Min. f(=V2) = =412, maks. f()/2) = 4V/2.
Przyklad. Udowodni¢, ze funkcja' :
_ y=x5+ 10x* +x " (64.7)
nie ma ekstremum.

Rozwigzanie. Funkcja (64.7) jest rézniczkowalna w przedziale (—co: oo),
wigc moze mie¢ ekstremum tylko w tych punktach, w ktérych pochodna jest réw-
na zeru. Poniewaz

Y =5x*+30x2+1

wigt ' > 0 dla kazdego x. Wynika stad, ze funkcja nie ma ekstremum, cnd.

Pytailia i_ ~zad§nia

1. Wypowiedzie¢ okreslenie a) maksimum, b) minimum, funkcji w punkcie » Yol
2. Co to jest ekstremum funkcji? Dlaczego mdwimy, ze ekstremum jest
jeciem lokalnym? 3
3. Zbada¢ czy istnieje ekstremum, oraz wartos¢ najwigksza lub najmnlejsz'
(w calej dziedzinie) funkgji

a)y=y1l-x3, b)yyr=px*=1, ¢ )'=|T_—_‘x‘?.
4*. Znalei¢ ekstrema funkcji
©a) \'—x+—1—' b) y=x3—-12x €) ) -
F e X ’ .) = ) } o x2+l .

d) y=1-cos2x, dla 0<x<=, e) y=x-sinx, dla 0<x <n.
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65. Badanie funkcji

- Przy badaniu funkcji nalezy wyznaczyé:

1° dziedzine funkcji,
~ 2° granice funkcji na krafcach dziedziny (np. w koncach przedziatldw okreslo-
- noscf), :
- 3° przedzialy, w ktérych funkcja jest rosngca i przedzialy, w ktorych funkcja
jest malejaca, »
~ 4° ekstrema funkcji.
Ponadto celowe jest zwrdcenie uwagi na szczegdlne wlasciwoéci badanej funkgji,
—np. czy funkcja jest parzysta lub nieparzysta, czy ma punkty zerowe, itp.

Wyniki badania funkcji wpisujemy do tabelki i sporzadzamy wykres.
- Przyklad*. Zbada¢ funkcje
_ y=x3—4x*+4x+2 (65.1)
~ Rozwiazanie. Dziedzing funkcji jest przedzial (—oo; c0). Dla kazdego x # 0
- mamy
; 4 4 2\ -

S e e
y=x (1 S+ x’) (65.2)

Jezeli x > — o0, to x> > — o0, za$§ drugi czynnik iloczynu (65.2) dazy do 1, wigc
¢ lim y= -0

x—+—00
eli x > o0, to x3 — o0, za$ drugi czynnik iloczynu (65.2) dazy takze do 1, wigc |
lim y= o0

X—>00 .

; - Obliczamy pochodna
i y ' =3x2—-8x+4 =.3(x—%~)(x—2)

3 s

podstawie warunku wystarczajacego ekstremum (str. 291) sprawdzamy, ze w punk-
B 86 R :
e 5 funkcja ma maksimum f(?)=ﬁ,' za§ w» punkcie 2 — minimum
=2

. Wyniki wpisujemy do tabelki. Dodatkowo obliczamy f(0) = 2, oraz f(3) = 5,
gdyz znajomos¢ tych liczb utatwi wykonanie wykresu funkcji.

Odp. Tabl. 65-1 i rys. 65-1, (str. 294).
~ Przyklad*. Zbada¢ funkcje

a w przedziale (——' 2) . Pochodna jest réwna zeru w punkcie 3 i w punkcie 2.

x2

e (65.3)

y=
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Tabl. 65-1

X x<% —:— —32—<x<2 2 2<x
& o 0 — 0 F
00
LIRS $ g,
4 > s N\ | min | /
-—ao/ 27

Rys. 65-1

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji (65.3) jest suma przedziatéw:
(=o0; =1) U(=1; ).
Obliczamy granice:

lim y=-0, lim y=-0w, lim y=owo, lm y=o
X—+—00 S e o] x>—14 X—+00 .

\
Nastepnie obliczamy pochodna:
' s (x4D)-x?  x(x+2)
(x+1)? (x+1)2

Pochodna jest dodatnia, wigc funkcja jest rosngca w przedziale (—co; -2)
i w przedziale (0; c0), natomiast pochodna jest ujemna, wiec funkcja jest male-
jaca w przedziale (—2; —1) i w przedziale (=1;0).

W punktach —2i 0 funkcja ma ekstrema: maksimum f(—2) = —4 i minimum
f0) =0. . :

Wyniki obliczeri wpisujemy do tabelki i sporzagdzamy wykres. Poniewaz funkcje
badana mozna zapisaé w postaci

y=x—1+ ﬁ (65.4)“

sumy dwéch skiadnikow, z ktorych drugi

1 .
pr dazy do 0, gdy x - — oo lub gdy::

-
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' - +00, wigc dla x o duzej wartosci bezwzglednej pierwszy skiadnik x—1 przed-
stawia w przyblizeniu funkcje (65.3). Wykres tego skfadnika przedstawia prosta
0 réwnaniu y = x—1, ktéra nazywa si¢ asymptotq krzywej (65.3).

Odp. Tabl. 65-2 i rys. 65-2.

| . Tabl. 65-2
x x < =2 -2 |=-2<x<~-1] =1 —1<x<0 0 DX
Y - 0 - >< - 0 +
/' |maks.| \ N o 0 o0
5 28 7 7
B oa . et N N | mini] o/
[l V e
| v
t : /. 1
1 &
1 imin // 5
i Y
R )
bEsSine. T e
B i Y=x+1
{3 |
Sy
o7 R e R
m
& !
‘\'z\x |
” :
Rys. 65-2

Pytania i zadania

1. Wymieni¢ czynnosci, ktore skladaja sié na badanie funkcji.

2*. Zbada¢ funkcje:
a) y=1-2x—x2,
x2—2x+2

. mares sl

b) y=x2'(x'_3)»

e) y=(x-3)¥x,

c) y=2x>+3x*—12x+35,

16
0 =sE=

1
O y=x+—, hy=x+2-x|.

66. Znajdowanie najwigkszej lub najmniejszej wartosci
funkcji w przedziale
L]
- Niech f oznacza funkcje ciagla w przedziale domknigtym {a; b) i rézniczko-
x valna wewnatrz tego przedzialu. Wiemy, ze funkcja f przyjmuje w tym przedziale
warto$é najwicksza M i warto$é najmniejsza m. Przypusémy, ze chcemy
-‘ lez¢ M lub m. Zauwazmy, ze jesli funkcja f ma warto$¢ M w punkcie wewnetrznym
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~ przedziatu {a; b), to ma w t§m punkcie maksimum. Wynika stad, ze wartoscig na
wigksza funkcji w przedziale (a; b) jest jej maksimum, albo /(a), albo f(b). W cel
znalezienia wartosci najwigkszej nalezy wigc obliczyé maksiima, wartosé funke
w punkcie a, wartosé funkcji w punkcie b, a nastepnie wziaé najwigksza sposrd
tych wszystkich liczb. Podobnie, w celu znalezienia wartosci najmniejszej m n '
obliczy¢ minima, f (a) i f (b),\a nastepnic wzig¢ najmniejszq sposrod tych wszystkic
liczb. :

Przyklad*. Znalezé najwigkszg oraz najmniejszq wartos¢ funkcji

y=x+ = =0 : (66 "
w przedziale <1; 6).
Rozwigzanie. Szukamy ekstremum funkcji (66.1)

4

Y=l-—yi ¥YV=0e[x=-2)v(x=2)]

Liczba —2 nie interesuje nas, gdyz lezy poza przedzialem {1;6). Dla x = 2 funke '
(66.1) ma minimum réwne 1. Obliczamy ponadto f(1) = 2, oraz f(6) = b

s
Odp. M=_~l3l, m=L

Rys. 66-1 ilustruje ostatni przyklad.

¥

Rys. 66-1

Przyklad*. Zbada¢, ktéry z tréjkatow rownoramiennych o danym obwod i
ma najwigksze pole. . : 3

Rozwigzanie Oznaczmy.przez x polowe dlugosci podstawy troj
kata, przez 2p jego obwad, zas przez S — pole.

Poniewaz CD? = (p —x)—x? = p*—2px, (rys. 66-2), wiec

S=2x:-CD=x}p>—2px
Stad :

S = yYp’xr*— 2px®
Z uwagi na tres¢ przykladu zbadamy ic funkcje dla 0 << & << —’2’~.
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Znajdziemy ekstremum funkcji (66.2). Obliczamy pochodna

’ px
S = S S S 3x
[ e sz (p—3x)

0

¢ ety
AN AL T

Rys. 66-2
ynika stad, ze w przedziale (O;ﬁ-) pochodna -S" ma tylko jeden punkt zerowy

, przy czym w pewnym otoczemu tego punktu Y o0pdyx <L S < 0

edy x > £ . Funkcja (66.2) ma wxgc makSImum w punkcie x,:'
____3 &

makx—]/ p 2P 27 =l§_

lewaz funkcja (66.2) Jest rosngca w przedzxale (0; x5) 1 malejgca

)
zedziale \:c,,.gr). wiec znalezione maksimum ]est najwiekszg wartoscig

e S ARG

Odp. e s
- Na rys. 66-3 wykreslona jest zaleznosé (66.2) w przypadku, gdy p = 6.
‘ s
b 5=V -12x0
W=

5

|
|
|
i
|
|
!
1
: & -3

Rys. 66-3
Przylklad*. Na danym kole opisa¢ trapez réwnoramienny o najmniejszym polu.

oz\r)iqzanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rys. 66-4. Wyrazimy pole S
Zu za pomocg zmiennej x, ktora jest potowa dlugoéci podstawy.
oniewaz AH = AE = GF, oraz DE = x, wigc

(x— AH)? +(2r)? = (x + AH)?

gy



Stad AH = _3., zatem
2
S = (4H +DF)- AG = ('7 +x)-2r
czyli

r2

S=2r(x+——)
x
A p

|
EI
I

I

|
L1

0 & (3
b X —

Rys. 66-4

przy czym z uwagi na tre$¢ zadania x > 0. Znajdztemy ekstremum funkcji (66 3).
Obliczamy pochodna

’ rz '
5 =2r (1-?) (66.4)

Istnieje tylko jedna dodatnia warto$¢ x, dla ktérej pochodna (66.4) jest réwna ze \
a mianowicie x, = r. Latwo sprawdzi¢, ze w punkcie x, funkcja (66.3) ma mirim
Smin = 4r?. To minimum jest jednocze$nie najmniejsza wartoscig funkcji (66.3) w r
patrywanym przedziale (0; o) poniewaz dla x e (0; r) funkcja (66.3) jest malejg
za$ dla x e (r; c0) — rosnaca. Dla x = r trapez opisany na kole jest kwadratem,

Odp. Kwadra: o boku 2r.
" Przyklad*. Zbada¢ zmiennosé objetosci walca wpisancgo w kulg o promieniu R,

Rozwiazanie. Przyjmu_pemy oznaczenia jak na rys 66-5. Wyrazrmy objctoéé
walca za pomoca miary lukowej x kata BDC.

A B
R
0
R I
: P A
I3 (3
Rys. 66-5

Poniewaz BC = 2Rsin x, ora; DE = R cos x, wiec
V ==(DE)?*+BC = - R*cos2x - 2R sin x
czyli '
V. ==R3sin2x - cos x (66.5)
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‘przy czym z uwagi na tre§¢ przykladu zbadamy te funkcje dla 0 <x < I " . Znaj-
\dmemy ekstremum funkcji (66.5). Obliczamy pochodna:
‘ V' = nR32cos 2x - cos x —sin 2x * sin x)
Stad, po latwych przeksztalceniach ‘
V' =2xR*cos x (1 —3sin?x) (66.6)
Poniewaz dla x € (0; %) mamy cos x > 0 i sin x > 0, wiec
1
! 3
W przedziale (0; ’25) istnieje zatem dokladnie jedna liczba x4, dla ktdrej V' = 0,

V' =0<e1- 3sfn=x—0¢.(1 Y 3sinx) (1 +)/3sinx) =0<ssinx =

‘taka mianowicie, Ze sin x, = —'/1—:_;. W punkcie x, funkcja (66.5) osiaga maksimum
ktére jest najwieksza wartoscia tej funkcji w przedziale ( 0; -’2'-) Poniewaz cos x, =

='-’/~§—, wigc na podstawie wzoru (66.5) dostajemy

V3
2 Y2  4nR?
A DL
A e VN i
3
~ Odp. Vmah='ﬂ"
: . 3]/3

; Uwaga. Ostatni przykiad mozna rozwigza¢ inaczej, przyjmujac za
zmienng x niewiadomg 'dtugos¢ wysokosci walca. Woweczas

+2
Vs K(Rz = T) X : (66.7)
wigc zadanie sprowadza si¢ do znalezienia najwiekszej\ wartodci fur;kcji (66.7) w prze-
dziale (0; 2R).

Przyklad*. Bieguny ogniwa o slle elektromotorycznej E i opornosci wewnetrznej o
"rys 66-6) poltaczono przewodnikiem o opornosci R. Zbadaé, dla jakiej wartosci R
‘moc na tej opornosci jest najwigksza.

Pl
I
HOE
i | R
<¥ |
“ i ﬂ |
B y !
3 Easdad
A
= Rys. 66-6

3 Rozwiazanie. Z fizyki wiadomo, z¢ moc M na opornoéci R, wynosi

Bt
= Ri?2=R[——
M =Ri*=R (9 R)
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czyli : 5
it 5
(e+R)? 3

Ta réwno§¢ wyraza zalezno$¢ mocy M od zmiennej opornosci R, przy

konaniu tatwych rachunkéw dostujemy
7 2

—R) : '(66-“

’ - E (
T @R’ .
Ze wzoru (66.9) wynika, ze funkcja (66.8) ma dla R = o maksimum, réw‘
E? :
Mmllu i 'Ze—

Znalezione maksimum jest najwigksza wartoscia mocy (66.8) w przedziale (0;

3
Odp. Dls R M o2

Rys. 66-7 Vi

Pytania i zadania

1. Oméwi¢ metode znajdowania najmniejscej lub najwigkszej wartosci funk “
w przedziale. &
2*, Znalezé najmmejsza oraz najwigksza wartosé funkc_u

a) y=yx(10-x) w przedziale {1; 8),
b)«y=x3-2 w przedziale (—1; 2),
¢) y=sin*x+cos*x w przedziale {0; 27,
d) y= acs w przedziale <0; 15.

x+1

3*. Zbada¢, ktéry z tréjkatéw réwnoramiennych wpisanych w dany okrag ma
najwigksze pole. ‘3
4*. Zbadaé, ktdry z prostokgtéw wpisanych w dany.okrag ma najwigkszy obwd d.
5*. W dany stozek wpisaé walec o najwigkszej objetosci. 8
6*. Zbada¢, ktéry z prostopadioécianéw o podstawie kwadratowej i danej n‘
wierzchni catkowitej ma najwigksza objetosé. 3
7*. Na danym okregu opisa¢ tréjkat prostokatny o najmniejszej przeciw;
stokatnej. : 1
8*. Na danej kuli opisa¢ stozek o najmniejszej objetosci.
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67. Interpolacja liniowa

- Przypud¢my, ze funkcja f jest okre$lona w przedziale {x,; x,> i ze znamy jej
‘wartoéci tylku na korcach tego przedzialu: f(x) =y, f(x;) = y,. Nie ‘znajac
- wartosci funkcji f w przedziale (x,; x,) postepujemy niekiedy tak, ze zastepujemy
ja jaka$ znana funkcja, np. funkcjq liniowq, ktéra w punktach x,, x, ma wartosci
Ji.y2 — réwne wartosciom funkcji f. Taka funkcja liniowa okreslona jest wzorem

y= y1+-—\——(x x) (67.1)

~ Niech ¢ €(x;; x,). Wéwczas nieznang wartos’c f(c) mozna zastgpi¢ warto-
Scia funkcji liniowej (67.1) dla x = ¢, czyli liczba

.Vz“.VI

Y - (C —Xy)-
j uwazajac ja za przybllizme wartosci f (c)
f@O=y+ —— (c Xy) (67.2)

- Postgpowanie takie nazywamy mterpolaqu Iiniowq. Postugujac si¢ wzorem (67.2) -
nalezy pamigtac, ze jest to wzor przyblizony. Pozostaje sprawg otwarta jak wiel-
ki jest blad zwigzany ze wzorem (67.2), tzn. jaka jest réznica migdzy Jego lewg
i prawg strona.

Z interpolacji liniowej korzystamy m.in. przy obhczamu na podstawie tablic
 wartosci funkcji dla argumentu zawartego miedzy dwiema wartoéciami tablico-
‘?Wyml Dla wielu funkcji stablicowanych, np. dla logarytmu, sinusa, cosinusa, tabli-
‘;ee 53 zazwyczaj tak utozone, zeby blad interpolacji liniowej nie przekraczat jednost-
ki ostatniego rzedu. Réwnosé (67.1) zapisujemy zwykle tak

a4
P =y (67.3)

: przy czym uzywamy nast¢pujacych nazw:
A4 =y,—y, — roznica tablicowa

h=x,—x, — skok tablicowy

A *(x—x,) — poprawka interpolacyjna

1 Pl'zyklad. Oszc metodg interpolacji liniowej sin 0,183, jezeli sin 0,18 = 0,1790
,mnO 19 = 0,1889.

~ Rozwiazanie. Mamy tu x, = 0,18; x, = 0,19; y, = 0,1790 i ¥y, = 0,1889.
tqd réznica tablicowa: 4 = 0,1889—0,1790 = 0,0099,

{ skok tablicowy: A& = 0,19-0,18 = 0,01,

Wigc na podstawie wzoru (67.3) dostajemy

; sin 0,183-0,1790 = 0,99-0,003 = 0,00297 ~ 0,0030

~ Odp. sin 0,183 ~ 0,1820.
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Pytania i zadania

1. Omoéwi¢ metodg interpolacji liniowej. Podaé interpretacje geometryczng tej
metody.
2. Wiadomo, ze tg 0,52 = 0,5726 i tg 0,56 = 0,6269.
Obliczy¢ metoda interpolacji- liniowej tg 0,53. 3
3. Wiadomo, ze f(3,37) = 29,079 i f(3,42) = 30,569. Obliczyé metoda int r-
polacji liniowej a) £(3,38), b) £(3,39), ¢) £(3,40), d) f (3,41).

68. Przybliioné rozwiazywanie rownan

Niech f(x) oznacza funkcje rézniczkowalng w pewnym przedziale, ktérego dos
tyczy¢ beda podane niZej rozwazania. :
Definicja. Mowimy, ze liczba x, jest pierwiastkiem pojedynczym- réwnania
J(x)=0 ~ (68.1)

jezeli ;
Jxo)=0 i [f'(xo)#0
To okreslenie pierwiastka pojedynczego jest w przypadku wielomianu f(x) réwno-
wazne okresleniu, ktére podalismy na str. 168. 1
W dalszym ciagu bedziemy zajmowaé si¢ wylacznie pierwiastkami pojedynczymi.
Jezeli spetnione sa warunki (68.2), to istnieje taki przedziat {a; b), ze f(a) i f(B)

sa réznych znakow, za$ x, jest jedynym pierwiastkiem réwnania (68.1) w tym
przedziale. Wynika to z lematu na str. 285. Znajdowanie takiego przedziatu {a; b) na-
zywamy wyodrebnianiem pierwiastka x,. Przy tej czynnosci korzystamy czesto z nas-

wiastek.
Rys. 68-1 ilustruje to twierdzenie.

ybo y
1x)>0 ; 1\ flx)<o
I : :
X !
0 aj Xo b 0 a Xo ey :b 4
| : g
fla)<0, f(6)>0 : f(a)>0, f(b)<0
#la)-f(b)<0 #(a)-F(b)<0 }
Rys. 68-1 N

Przypusémy, ze wyodrebnilismy pierwiastek pojedynczy x, réwnania (68.1), lecz.
nic umiemy go obliczy¢ dokladnie. Wowczas postugu;emy si¢ jedng z metod
preyblizonych rozwigzywania rownan.

s
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Oméwimy tu dwie takie metody.
. Metoda $rednich arytmetycznych. Przypusémy, ze przedziat {a,; b) wyodrebnia

_pierwiastek x, réwnania (68.1). Obliczamy x, = “ ;IZ , a nastepnie f(x,). Jezeli
f(x1) = 0, to x, jest szukanym pierwiastkiem. Jezeli f(x,) # 0. to z dwdch prze-
dziatdw: <a: x;) i {x;;b) wybieramy ten, na ktdrego koncach wartosci funkcji /'
53 réznych znakow. Oczywiscie tylko jeden sposréd dwoch rozpatrywanych
- przedzialdw spetnia ten warunek. Przypusémy, ze jest nim {a; x,>. Z kolei oblicza-

my x, - a-;x, 1 f(x;). Jezeli f(x,) = 0, to x, jest szukanym pierwiastkiem. Jezeli

f(x3) #0, to z dwéch przedziatow: <{a; x,) i {x,; x;> wybieramy jeden na podsta-
“wie kryterium podanego poprzednio. W ten sposdb tworzymy cigg przyblizen (x,.
X3, ...) pierwiastka x,. Latwo zauwazy¢, ze

| o= x,| < ,,’_’;‘_‘ (68.3)
Wynika stad, ze

i hmsx.=x,

n—»0 .

Metoda S$rednich arytmetycznych mozna wigc znalezé przyblizong warto$é x,
'z dowolna doktadnoscia.

- Na rys. 68-2 przedstawiona jest interpretacja geometryczna tej metody.

y
0
.
&= 2 Xp= 7
Metoda srednich
arytmetycznych

| Rys. 68-_2
- Przyklad. Obliczy¢ metoda $rednich arytmetycznych pierwiastek réwnania
E X +x—1=0 (68.4)

‘blqdem mniejszym niz 0,05.

. Rozwiazanie. Poniewaz f(0) = —1_f(1) = I} oraz f'(x) = 3x*+1 > 0, wigc
wnanie (68.4) ma w przedziale <0; 1) doktadnie jeden pierwiastek x,. Zeby obli-
czy¢ przyblizenie tego pierwiastka z bledem mniejszym niz.0,05, nalezy znalez¢ me-
‘toda $rednich arytmetycznych xs (por. nieréwno$¢ (68.3) przy czym b—a = 1).
Obliczamy kolejno:

' x, =0,5; f(0,5 = —0,375

x,+1
X2 = =5— =075 (0,75 ~ 0,172
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Xi+ X3

xy=1T72 L 0625;  f(0.625)> ~0,130"

2
o iz_;:;"i =0,687; f(0,687) = 0.011
xs= 215 0,656

Odp. ¥, & 0,656 (dokl. 0.682 ...).

Metoda siecznych. Przypusémy, ze wyodrebniliSmy pierwiastek réwnania (
w przedziale {a; b). Mamy wige f(a):/(b) < 0 i wewnatrz przedzialu {a; i
duje si¢ dokladnie jeden pierwiastek x, rownania f(x) = 0. Metoda siecznych
lega na tym, Ze funkcjg f zastgpujemy funkcja liniowa majacy w punkcie a
tos¢ f(a) i w punkcie b wartosé f(b); pierwiastek x; tej funkeji liniowe] przyjmuje
my za pierwsze przyblizenie pierwiastka v, réwnania £(¥) = 0. Ponicwa réwn
prostej przechodzacej przez punkty A (a.f(a)) i B(b,f(b)) ma postaé

, O =fl)
v fla)= —‘T_T (x—a)
wigc przyjmujgc y = 0, znajdziemy x = x,:
2 b—a :
AR b

Nastepnie obliczamy f(x,). Jezeli f(x,) = 0, to liczba x, jest szukanym
wiastkiem. Jezeli f(x,) # 0, to powtarzamy opisany wyzej p&ch;:nek w odniesi
do tego z przedzialdw (a: x> i {x;; b). na ktérego koricach funkcja f ma war
réznych znakow. W ten sposob tworzymy ciqg przyblizes (x,, X,, ...) pierwiastk: '
Dowodzi sig, Ze jest to ciag zbiezny do x;. Metoda siecznych mozpa zatem zn
przyblizong warto$¢ x, z dowolng doktadnoscia.

Rys. 68-3 ilustruje metode siecznych.

0

Rys. 68-3

Przyklad. Obliczy¢ metoda siecznych trzecie przyblizenie pierwiastka iévnania
xX34x—1 = 0

w przedziale <05 1).
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Rozwiazanie. Poniewaz f(O) = —11i f(1) = 1, wigc korzystajac ze wzoru
(68.5) dostajemy x; = 0,5.
‘Mamy nastepnie f(x,) = —0,375, wigc

1-0,5
x, =0,5— T=(=0375) (—0,375) = 0,637
oraz f(x,) = —0,105, wiec
1-0,637

Odp. x, = 0,671.

] Réwnania (68.4) i (68.6) sa takie same, co ulatwia poréwnanie metody $rednich

~ arytmetycznych i metody siecznych. Zauwazmy, ze przyblizenie x; otrzymane me-

~ toda siecznych jest tu lepsze niz przyblizenie x5 otrzymane metoda $rednich arytme-
tycznych.

Pytania i zadania

1. Podaé okreslenie pierwiastka pojedynczego réwnania f (x) = 0. Na czym po-
lega wyodrebnianie takiego pierwiastka?
2. Wyjaséni¢, na czym polega metoda Srednich arytmetycznych.
-3. Wyjaséni¢, na czym polega metoda siecznych.
4*, Obliczy¢ pierwiastek rownania

a) x*—x+1=0, b)x*-—x-2=0
z bledem mniejszym od 0,01.
5*, ZnaleZ¢ yjemny pierwiastek réwnania

x*+x2-2x-2=0
6*. Znalezé wszystkie pierwiastki-rownania
4x—Tsinx =0
7*. Obliczyé najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania tg x—x = 0.

Uwaga. rozwigzania zadan 4—7 ilustrowa¢ rysunkami.

69. Calka nieoznaczona

Niech f oznacza funkcje¢ okreslong w przedziale otwartym (a; b).

Definicja. Mowimy, ze funkcja F jest funkcjq pierwotng funkcji f w przedziale
(a3 b), jezeli :

F'(x) = f(x) (69.1)

dla kazdego x z tego przedziatu. -
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Na przykiad funkcja x? jest funkcja pierwotna funkcji 2x w przedziale (— 0 ; o).
poniewaz (x?)’ = 2x dla kazdego x. Podobnie funkcja 2 /x jest funkcja pierwotng
funkcji s e przedziale (0; o), poniewaz (2]'})’ =-L da kazdego x z tego

Vx Vx -
przedziatu® itd. ;

Znajdowanie funkcji pierwotnej nazywamy calkowaniem; jest ono dziataniem
odwrotnym wzgledem rézniczkowania.

Twierdzenie. Jezeli F (x) jest jakqs funkcjq pierwotng funkcji f (x) w przedziale-"
(a; b), to .

1° suma

F(x)+C, (C - stala dowolna) (69.2)

Jest funkcjq pierwotnq funkcji f(x) w przedziale (a;b v5
2° kazda funkcja pierwotna funkcji f (x) w przedziale (a; b) moze byé przedsta-

wiona w postaci sumy F (x)+C, (C — stala odpowiednio dobrana). ;
Dowéd 1° fatwy: (F(x)+C)' = F'(x)4+C’ = f(x)+0 = £i{x):
Dowéd 2° trudniejszy — pomijamy. ]
Jezeli zatem F oznacza jaka$ funkcj¢ pierwotna funkcji £ w przedziale (a; b), '

to wyrazenie (69.2) przedstawia wszystkie funkcje pierwotne funkcji f w tym prze-

dziale i tylko takie funkcje. To wyrazenie nazywamy calkq nieoznaczonq funkcji f
w przedziale (a;b) i oznaczamy symbolem 3

[ dx (69.3)
(czytamy: calka f od x, dx). Mamy zatem

[f®)dx = F (x)+C = F'(x) = f (x) . (694)

Znak f — wydtuzona litera s — jest znakiem catki; f(x) nazywamy funkcjq pod- 1
catkowq, x nazywamy zmienng calkowania. Znak dx, umieszczony na koricu symbolu
(69.3), nalezy tu traktowaé jako czg$é symbolu calki:

f...dx

W miejscu zaznaczbnym kropkami (...) umieszczamy symbol fonkcji podcatkowej.
Znak dx wskazuje, ze litera x oznacza zmienng catkowania. 3

Przykiady
1 X9
fxdx-=-—2—x2+C, fxzdx=T+C,

[odx=c, [ sin2xdx = sin?x+C.

Ze 7nanych wzoréw na pochodne dostajemy nastepujace wzory na calki nieoz-
naczone: ]

= At
fx de=% i (69.5) ?'
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‘dla meW im# —1, oraz
[ cosxdx =sinx+C (69.6)
fsilixdx = —cosx+C (69.7)

Stata dowolna C, ktdra wystcbuje w tych wzorach nazywa si¢ stalq catkowania.
Jezeli funkcje fi g maja w przedziale (a; b) funkcje pierwotne, to

[1f @)+g ) dx = [fx)dx+ [ g ) dx (69.8)

_ w tym przedziale, czyli calka sumy réwna sig sumie calek skiladnikéw. Rownosé (69.8)
nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze kazda funkcja pierwotna sumy f+g jest suma
- pewnej funkeji pierwotnej funkcji f oraz pewnej funkcji pierwotnej funkcji g i na
odwrdt: kazda taka suma jest funkcja pierwotna sumy f+g.

Jezeli funkcja £ ma w przedziale (a; b) funkcje pierwotna, to dla kazdej stalej k

}'k~f(x)dx=k-ff(x)dx (69.9)
w tym przedziale, czyli czynnik staly mozna wylqczyé przed znak calki.

Przyklady
f (@x3+x2—68x+T) dx = [ 4x3 dx+ | x* dx+

P
+f(—'68x)dx+f7dx=x4+33— ~34x2+7x+C, dla xe(—o ;o)

[(2sinx+3cosx)dx = [2sinxdx+ [3cosxdx =

= —2cosx+3sinx+C, dlas xe(—00;®)

~ 1 1
f(Vx_+i/r;+?13-)dx=J x2 dx+fx7dx+fx4dx=
=%x2+%x3 -——2x— '=——-xl/_+—~c3y’; -2—2 + C

dla xe€(0;00)

- Interpretacja geometryczna. Niech f oznacza funkcje ciagla i nieujemna (rys. 69-1)
a4 przedziale <{a; b). \

- Oznaczmy przez P (x) pole figury ograniczonej prostymi prostopadtymi do OX
W punktach aixe(a;b), krzywa o réwnaniu y = f(x) oraz osiag OX.
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Twierdzenie. Pole figury ABB'A’ traktowane jako funkcja P (x) odcietej x punktu B
ma pochodnq rownq rzednej BB' = f(x) punktu B:

PG =10 = : (69.10)
Dowéd. Niech 4 # 0 oznacza przyrost zmiennej x. Tworzymy iloraz réinicowy..-v

P(x+h)—P(x) 4
—_ (69.11)

Ten iloraz przedstawia stosunek pola AP figury BDD'B’ do dtugosci odcinka B'D'.

Dotyczy to zaréwno przypadku gdy 4 > 0 — mamy wowczas AP = P(x+h)-

—P(x) i B'D" = h (rys. 69-1), jak i przypadku gdy h'< 0 — poniewaz wéwczas
AP =P(x)—P(x+h)= —(P(x+h)—P(x))

oraz B'D" = —h. Stosunek (69.11) jest wigc zawarty miedzy najwigksza i najmniej-
szg wartoscia funkcji f w przedziale domknigtym o koricach x i x+Ah. Poniewaz
funkcja f jest ciagla, wigc na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu warto$ci po-
Srednich (str. 269) istnieje migdzy x i x+h taki punkt ¢, ze iloraz (69.11) réwna sig |
S (). Jezeli h -0, to { - x oraz f({) - f(x), gdyz funkcja f jest ciaggta. Stad

Px) = lim —ENHP0) 2y

h—0

=f(x), ecnd.

Funkcja P (x) jest wiec funkcja pierwotna funkcji f(x) w-przedziale (a; b).
Whiosek. Jezeli F oznacza jaka$ funkcje pierwotna funkcji f ciagltej w rozwa-
zanym przedziale, to ]

P(x)=F(x)+C (69.12)
przy czym C jest odpowiednio dobrang stata (por. 2°, tw. na str. 306).

Rys. 69-2

Rozwazmy figur¢ BDD'B’ (rys. 69-2), ktéra jest réznica figury ADD'A’ i figury

ABB'A’. Na podstawie wzoru (69.12) mamy

pole ADD'A’ = F (x,)+C

pole ABB'A’ = F(x,)+C
Stad (x; < xy)

pole BDD'B’ = F(x,)— F(x,) (69.13)

rdznica F(x;)—F(z,) przedstawia pole figury ograniczonej
prostymi & =, ¥ = T, osig OX i krzywa y = f(x).
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Przyklad Obliczy¢ pole figury ograniczonej prostymi x =0, x==1, osia OX
i krzywa o réwnaniu y = x2—4x+4. e

Rozwigzanie. Funkcja x2—4x+4 jest ciagla i nieujemna w przedziale (0; 1).
Znajdujemy funkcj¢ pierwotna

~ X3
F(x}= -—3- —2x2 +4x
a nastepnie korzystamy z réwnosci (69.13), przyjmujac x; = 0 i x, = 1. Stad

| =
pOlCS.— (—3— “2+4) —O—T

odp, S = ; , (rys. 69-3).

Inne przyklady obliczania p6l podamy w nastgpnym punkcie.

Rys. 69-3

Pytania i zadania

1. Wypowiedzie¢ okreslenie funkcji pternomej funkcji f(x) w przedziale. Po-

da¢ kilka przyktadow.
© 2. Co to jest calka nieoznaczona funkcji f(x) w przedziale?

3. Napisa¢ wzér na catke¢ nieoznaczona funkcji
a) x", meW, m# —1, b) cos x, ey sin x. #

4. Na czym polega zastosowanie funkcji pierwotnej do obliczania pola figury
ptaskiej ?

5%, Znale#¢ kilka funkcji pierwotnych funkcji f(x) = 1—2x i narysowac je na
wspdlnym rysunku.

6*. Znalez¢ tg funkcje pierwotna funkcji £ (x) = x—x3, ktorej wykres przechodzi
przez punkt P(—2,1).

7. Obliczyé¢ calki:

a) f(x—xz)dx, b) f(x’—ﬁ!cosx)dx, ) .['(Zx—3+sinx)d.\‘,
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d) f sin (x+ ") dx,. e) [ (Bx—2)%dx, f) f SV

)f 2-H_ <5

8*. Obliczyé calki:

x*—1 - S ;/x-H 1 1
a)f.xi-;l—dx, b)f = %5 c)f(x_j - x—i)dx.

70. Calka oznaczona

Wiemy, ze jezeli F(x) jest funkcja pierwotnag funkcji f(x) ciaglej w pewnyi'nj _i
przedziale, to kazda funkcja pierwotna funkcji /(x) w tym przedziale ma postaé
F(x)+C, gdzie C jest'stalg. Wynika stad, ze rdéznica 1

F(x;)—F(x,) (70.1)}
w punktach x, i x,, rozpatrywanego przedziatu jest dla kazdej funkcji_ pierwotnej F
funkcji f taka sama. T¢ roznice nazywamy calkq oznaczonq funkcji f od x; do x; ]
\i oznaczamy symbolem

2 (oo dx , (102
Mamy - wigc dla kaidej funkc;lx lf ciaglej w przedziale (x,,xz)

f f(x) dx F (x,)—-F(x,) E (70.3)“%‘
co zapisujemy takze - 1t ‘ i

J faydz = [P

1 czytamy: calka oznaczona funkcji' f(x)dx w granicach od x, do x, réwna
sie F(x) z podstawieniem gérnym z, i dolnym z;. /

Przyklady 3
3713
fwx—[’;] o
[ ’l’
i e

471
= Li0 N e B
f dx7[4]‘—4 4—0
1

e

r.l
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Z okreslenia (70.3) wynika, ze

X3 Xy Xy
[fdx=~ [ f()dx, oraz [ f(x)dx=0 (10.4)
X1 X2 Xy
Wzér (69.13) na pole figury BDD'B’ mozemy obeCnie zapisaé tak:'
(70.5)

pole BDD'B' = [ f (x)dx

X1
Przyklad. Obliczyé pole ograniczone lukiem cosinusoidy y — cos x od

x;~% do x =% i osig OX.

Rozwiazanie
n

T
x] =1-(-1=2

™

vy
pole S = f cos xdx = [sin
kg

2
Y =—f{(x)
A';__i/_\aﬂ
.«

2

Odp. S = 2 (rys. 70-1).

|
Al gt X
- I R
0 :IY S' Zi
A
y="(x) .
Rys. 70-1 Rys. 70-2
Uwaga. Jezeli funkcja f jest ciagla i niedodatnia, a wigc gdy figura AA'B'B,
ktérej pole chcemy obliczyé, lezy pod osia OX (rys. 70-2), to
X: . - p
pole AA'B'B = — Jf(x)dx (70.6)

Isto;nie, mamy wowczas
pole AA'B'B = pole A"A'B'B" = J‘ [=f(x)]dx =[—-F(x)] ;

X1

=-[F] = - [ f0dx

Przyklad*. Obliczyé pole ograniczone liniami: y =sz oraz y = X.
Rozwigzanie. Sporzadzamy rys'. 70-3. Szukane pole S jest :‘éznic;g
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dwéch pél: tréjkata OAB i figury ograniczonej osia OX, prosta x = 4 i krzywa

=%x2.Stqd
: ;1 1 [x*] 16 8
=8 — — x2 = 8- — i— =8 — ==
S=% f4xdx 8 4[3L 8 3 3
. o . s
8
Odp. §S =—.
p 3
%
4+ A
i
k. |
l
& \),/1». :
1+ y=21-x2=
; ol
0 1 4
Rys. 70-3

Interpretacja fizyczna. Wiemy (p. 59), ze predkos¢ v (1) punktu P poruszajacego sig
po osi OS jest pochodng drogi s(f) wzgledem czasu . Droga s(t) jest wiec
funkcja pierwotng predkosci; stad

£ i
fv ®)dt = s (t,)—s (t,) (70.7)
4

Przyklad*. Punkt porusza si¢ po osi OS z predkoscia v (1) = 2 cos nt. Wiadomo, A
2e 5(2) = 4. Znalez¢ réwnanie ruchu s = s (), oraz obliczyé s (7). 5

Rozwiazanie. Funkcja pierwotna funkcji 2 cos mt jest isin ¢, poniewaz
> T
(—2~ sin m) = l-cos wi w = 2 cos mt. Réwnanie ruchu ma zatem postaé
T ki ‘
S= <3 sin nt+C
7: =
przy czym C dobieramy na podstawie warunku s(2) = 4, czyli
4= x5 sin2x+C
ks
wigc C = 4. Stad
5= %— sinwt+4 (70.8)
Znajac réwnanie ruchu (70.8), obliczamy s (7) = 4.

Odp. s = 1sin nt+4; s(7) = 4.
4
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Praca jako calka sily. Niech f (s) oznacza miarg na osi OS wektora sity dzialajacej
na mase umieszczona w punkcie o wspotrzednej s. Praca wykonana przez tg
sile na przesunigcie masy z potozenia s, w polozenie s,, réwna jest
catce funkcji f(s) od s, do s;:

82

praca L = ‘f (s)ds (70.9)
8
Wyprowadzenie tego wzoru pominiemy. Zauwazmy, Ze jezeli funkcja f(s) jest
stala, f(s) = k, to réwnoéé (70.9) ma posta¢ L = k-(s,—s,), dobrze znang z fizyki
elementarnej. :
Przyklad*. Wiadomo, ze sita za pomocg ktdrej mozna rozciggnaé o s cm spre-
zyne znajdujaca si¢ w spoczynku, jest wprost proporcjonalna do s. Dla pewnej spre-
zyny sila ta wynosi 10 s kG. Obliczyé prace potrzebna do rozciagnigcia tej sprezyny
o 6 cm.

Rozwiazanie

6 276
L=f10sds=10[-§—] =180 kG cm
J :

0

Odp. 1,8 kGm.

Pytania i zadania

1. Podaé okredlenie catki oznaczone;j.
2. Podaé interpretacje geometryczna calki oznaczonej.
3. Poda¢ interpretacje fizyczna calki oznaczonej.
4*. Obliczy¢ catki oznaczone: .
1 1 ' b 2
a) J x2dx,-b) ’ (x*+x—Ddx, ¢©) [ sinxdx.
! o 0

Poda¢ interpretacj¢ geometryczng.

5*. Wiadomo, Ze przyspieszenie w ruchu po osi OS wynosi 2sint—-, za$
oo

predkos¢ w chwili poczatkowej v (0) = 4 .
s
Wyznaczyé réwnanie ruchu jezeli wiadomo, ze w chwili poczatkowej punkt
ruchomy znajdowatl si¢ w polozeniu s = 10 m.
6*. Jaka prace nalezy wykonaé, aby cialo o masie m unies¢ z powierzchni ziemi
na wysoko$é h? Do jakiej granicy dazy ta praca gdy & — o0?
} Odpowiedzi do rozdzialu X
i 63.

2. a) falszywe, b),c), d), €) prawdziwe. 3*. a) rosn. (—%; oo). mal. (— ©; — L),



b) rosn.(— o0 — %), (0; ), mal.(— %;0), ¢) rosn. (- /2;1/2), mal, (—co‘;
-v2), (/2; ), d) rosn. (— co; —1), (15 o), mal. (=1; 0), (0;1), e) ro'sr;;,
-0), (0; ®0); mal. (— 01 )

=03 =1 A=1 ) T A= :
(= LA ), f) rosn ( ;_2_ i/_f
: 64. -1
3. a) maks. f£(0) = 1, wart. najmn. f(—1) = f(1) = 0, wart. najw. f(0) =1,
b) wart. najmn. f(—1) =f(1) =0, c)maks. £(0) = 1, wart. najmn. f(~1)=
= f(1)= 0, wart. najw. f(0) = 1. 4%, a) maks. f(—1)= -2, min. f(1)=2, i

b) maks. f(—2) = 16, min. f(2) = —16, cymin.f(-1)= — %, maks. f(l)=—%‘-,k

d) maks. f (%) = 2, e) nie ma.

65. :
2*, a) maks..f(—1) = 2, b) maks. £(0) = 0, min. f(2) = —4,¢) maks. f(=2) = 25, ,
min. f(1) = —2, d) maks. £(0) = —2, min. £(2) = 2, e) min. f(1) = —2, f) maks. ]

2 . i e o
f(—ﬁ)——ﬂ/?, mm.f(7_3~)_3;/§,g)maks.f( ) | 2, min. f(1) - z

h) min. f (—;) = %; w punkcie 2 pochodna nie istnieje.

66.

A M=5m=3,b)M=6m=-3,¢c) M = l,m=—;, d M=0, m=
= —1. 3*. Tréjkat réwnoboczny. 4*. Kwadrat. 5* V — Vmaks: 8dy wysoko$é
walca jest trzykrotnie mniejsza od wysokosci stozka.  6*. Szescian.  7*. Tréjkat

réwnoramienny. 8% V =V, gdy wysokos$¢ stozka jest czterokrotnie wieksza 3
od promienia kuli. : '

67.
2.0,5862.  3.a) 29,377, b)29,675, c) 29,973, d) 30, 271.
: 68.
4*.a) —1,33, b) 1,27.. 8% —0,67. ° 6% —1,73; 0; 1,73." 7% 4493,
: 69.

o

6*. —7):2—%- o2 B R a)—;—xz——;x°+C, b) %x3—3 sinx+C, c) x2— 8

—3x-cosx+C, d) —cos (x+ =) +C, ¢) =@x=2°*+C, f) 2108
s 12 4 3

a v 5
g x—%—{—C,’dla x€(— 0;0) lub x€(0; ). 8* a)xT—x+-C, b) %XT—‘ 4
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-1
:x‘*—!-ix3 +C, dla xe(o 0a), =€) sz+ +C dla xe (— «©;0)
lub x € (0; ).
W
4% a) 3, b) ——2-, -2, 5% 5 = 10+6/—2sin 1.

6*. Praca L = mgR ( 1- kGm, gdzie R — promieri kun ziemskiej w metrach,

R
®#)
g — przyspieszenie ziemskie w m/s?, m — masa ciata w kilogramach, h — wysokos¢

w metrach; gdy h — oo, to L - mgR.



Mantysy logarytméw

Tablica
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M. 0 1 2 3 4 3 - 6 7 8 9
10 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106 -
13 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
18 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014
16 2041 2068 2095 2122 2148 2175- - 2201~ 2237 - 2253 2278
17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989
20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201
21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598
23 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962
25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757
30 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900
31 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038
32 5051 5065 5079 5092 5105 S119 - 5132 8145 . 5159 5172
3 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302
34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428
35 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5527 5539 5551
36 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670
37 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5715 5786
38 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 - 5899
39 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010
40 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117
41 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
42 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325
43 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425
44 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522
45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599. 6609 6618
46 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712
47 6721 6730 6739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803
48 , 6812 6821 6830 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981
50 6990 6998 7007 7016 , 7024 7033 7042 7050 7059 7067
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 - 7210 - 7218 7326 7235
3 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396
S 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
N. 0 1 2 3 4 5 6 =~ 8 9
r = 3,1416 logn = 0,4971




Mantysy logarytméw

Tablica |

N. 0 1 2 3 - 5 6 7 8 9
85> 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 7559 7566 7574 1582 7589 7597 7604 7612 7619 7627
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 77152 7760 1161 7714
60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
- 64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122 -

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189
66 - 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254 |
67 8261 8267 8274 . 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 8325 8331 8338 8344 835l 8357 8363 8370 8376 8382
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445
70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506
n 8513 8519 8525 8531 . 8537 8543 %549 8555 8561 8567
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 ¢509 8615 8621 8627
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686
74 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745
75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802
76 8808 8814. 8820 8825 883l 8837 8842 8848 8854 8859
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025
80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079
81 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186,
83 9191 - 9196 9201 9206 9212 9217 '9222 9227 9232 9238
84 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289
85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 . 9335 9340
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538
90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
92 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 - 9818
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996
100 0000 0004 0009 0013 0017 0022 0026 0030 0035 0039
N. 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
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SKOROWIDZ

Aksjomaty 24 Ciag staly 194
algorytm obliczania pierwiastka kwadra- sum czesciowych 223
towego 62 — zbiezny do zera 217
alternatywa (suma logiczna) zdan 11-12 ciagi monotoniczne 193-194
— wykluczajaca 12 — przyblizeri dzesigtnych liczby niewy-
e zdan 32 miernej 60
antysymetria relacji 39 ciagtos¢ funkcji 267
argument funkcji 35, 71 — zbioru R 66
asymptota krzywej 295 cyfra znaczaca przyblizenia 61

czg$¢ catkowita liczby 76
Badanie funkc;ji 285-288, 293-300 - :
blad bezwzgledny 60
— przyblizenia 60
— wzgledny 60

Definicja 24

— Cauchy’ego granicy funkcji 260
— Heinego granicy funkgji 258
dodawanie 39

dopetnienie zbioru 31, 33

dowéd indukcyjny 195

— matematyczny 24

— nie wprost 25

— wprost 25

druga pochodna funkcji 281
dyskusja tréjmianu kwadratowego 123
— uktadu réwnan 106

Calka nieoznaczona funkcji 306
—— oznaczona funkcji 310
catkowanie funkcji 306

cecha logarytmu 249

cechy podzielnosci 48

cialo funkcji wymiernych 189
— liczbowe 68

ciag arytmetyczny 205 dziatania arytmetyczne 39

— geometryczny 211 — na pierwiastkach 44 i
— — nieskoriczony 223 — — potegach 42

— liczbowy 192 — — wielomianach 159, 189
— malejacy 193 ——izbiorach 3031

— niemalejacy 194 dziatanie grupowe 68

— nierosnacy 194 — odwrotne 40, 69

— nieskoniczony 192 dziedzina funkcji 35, 71

— przyblizen pierwiastka 303, 304 — — zdaniowej 20

~— rosnacy 193 _ — rOéwnania 130

— rozbiezny 219 ! dzielenie 39

— — do nieskonczonosci 219 dzielnik (podzielnik) 48

— skonczony 192 dziesigtkowy system pozycyjny 48
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Ekstenzjonalno$¢ definicji 24

ekstrema funkcji 289

ekstremum tréjmianu kwadratowego 125
element jednostkowy grupy 68

g 7bioru 69

j

— obojetny dodawania 40

— — mnozenia 41

— odwrotny 68

— spelniajacy forme zdaniowa 20
— zbioru 28

— zerowy 69

Forma zdaniowa (funkcja zdaniowa) 20
— — sprzeczna 20

— — tozsamosciowa 20

formy zdaniowe 29, 32

— — réwnowazne 21

funkcja 35, 71

— dwoch zmiennych 179

— homograficzna 189

__ kwadratowa (drugiego stopnia) 118
— liniowa 89

 — logarytmiczna 243

— malejaca 79, 286
— nieparzysta 82, 233
— odwrotna 36

— okresowa 80

— parzysta 81, 233
- — pierwotna 305

— pierwszego stopnia 89
— podcatkowa 306

— potegowa 233

— rosnaca 79, 286

— roézniczkowa 287

— stata 73

— tozsamosciowa 36

— wyktadnicza 235

— wymierna 268

— zlozona 278

funkcje wymierne 188-190

Granica ciagu 217-218

_ funkcji 258

— jednostronna 265

— lewostronna 265

— niewlasciwa 264-265
_ — nieskonczonos¢ 220

granica prawostronna 265
— w nieskonczonosci 266
grupa 68

Hipoteza 25
— indukcyjna 195

Tloczyn 41

— (czgé¢ wspolna) zbiorow 30, 33

— kartezjanski zbiorow 178

iloraz ciagu geometrycznego 211
implikacja (wynikanie) 14-15:18529,:33
— odwrotna 18

indukcja matematyczna (zupetna) 195
interpolacja liniowa 301

interpretacja geometryczna catki 307, 311
— — pochodnej 272

Jednomian drugiego stopnia 118

'— dwoch zmiennych 180

— stopnia n 157

— zerowy 157, 180

jednomiany podobne 157, 180
jednoznaczne przyporzadkowanie 35

Kolejnoé¢ dziatan arytmetycznych 41
kombinacja 202 ;
koniunkgcja (iloczyn logiczny) zdan 10, 33
kontrapozycja twierdzenia 25

kres dolny zbioru liczb 57

— gobrny zbioru liczb 57

krok indukcyjny 195

krotno$¢ pierwiastka 168

krzywa wykladnicza 236

kwadrat logiczny 26

kwantyfikator ogélny (duzy) 21

— szczegbltowy (maly) 22

Liczba dodatnia 40
— dziesigtna 51 .

— pierwsza 48

— przeciwna 40

— ujemna 40

— zlozona 48

liczby catkowite 4749
— nieparzyste 48

— niewymierne 57-63
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liczby parzyste 48

— rzeczywiste 65-67

— wymierne 49-53

logarytm liczby przy podstawie 239-240
logarytmy dziesietne 248

Maksimum funkcji 288

— tréjmianu kwadratowego 121, 125

mantysa logarytmu 249

metoda analizy étaroiytnych 88

— graficzna rozwiazania 153

— réwnan (nieréwnosci) réwnowaznych
26

— siecznych 304

— S$rednich arytmetycznych 303

— zero—jedynkowa 13

miejsce zerowe funkgji 78

minimum funkcji 289

— troéjmianu kwadratowego 121, 125

mnogosc 28

mnozenie 39

modut dodawania 40

— mnozenia 41

”

Nadzbiér 29
i najmniejsza wspolna wielokrotno$é 49

najwigkszy wspolny podzielnik 49
nastepnik implikacji 14
negacja zdania 8, 33
nieréwnosci 85-87
— algebraiczne 137-177
— kwadratowe 142-146
— logarytmiczne 246-247
~— réwnowazne 87
— z dwiema niewiadomymi 100-101
— z wartoscia bezwzgledna 98
niewiadoma 85

~ Obraz elementu 35

obrot prostej 90

odcigta punktu 72
odejmowanie 39

odwrotnos¢ liczby 40
odwzorowanie (funkcja) 35, 71
— odwracalne 36

— tozsamosciowe 36

— Wzajemnie jednoznaczne 36

320

okres funkcji 80
— — zasadniczy (podstawowy) 80

. — ulamka 52

0§ liczbowa 58

— odcietych 72

— rzednych 72
otoczenie punktu 216

Parabola 118

permutacja zbioru 198

pewnik 24

pierscien 68

— liczbowy 68

— wielomianéw 161

pierwiastek arytmetyczny 44

— kwadratowy 44

— podwojny 129, 168

— pojedynczy 168, 302

— réwnania 85, 129

— stopnia n 44

— szescienny 44

— wielomianu 158

pierwiastkowanie 43-45

pochodna funkgji 270-281

— — zlozonej 279

—, obliczanie 275-280

podstawa logarytmy 239

— potegi 42

podzbior 29

podzielnik (dzielnik) 48

— — wielomianu 160

podzielno$¢ liczb catkowitych 48

pojecia abstrakcyjne 24

— matematyczne 24

— pierwotne 24

poprawka interpolacyjna 301 -

poprzednik 14

porzadkowanie liczb rzeczywistych 39

postac iloczynowa tréjmianu kwadratowe-
go 121

— kanoniczna tréjmianu kwadratowego
120

potega o wyktadniku zero 157

potegi 42, 229-232 !

potos dodatnia 58

— ujemna 58

prawa de Morgana 13-14, 19, 33134



prawa dzialan arytmetycznych 41

— logiki 8-10, 17, 33

— rachunku zbioréw 33

— — zdan 33

— znakow 40

| prawie wszystkie wyrazy ciagu 216

. prawo podwojnego zaprzeczenia 9, 19

. — przechodniosci implikacji 16

— sprzecznosci 8

— trychotomii 39

— wylaczonego srodka 9

| — zaprzeczenia implikacji 19

| procenty 53

| promien otoczenia punktu 216

| proporcjonalnos¢ odwrotna 75

— prosta 74

. przechodnio$¢ relacji 39

| przeciwdziedzina funkcji 35, 71

. przedzial domknigty (zamkniety) 67

| — — lewostronnie 67

| — — prawostronnie 67

b — otwarty 67

| przedzialy nieograniczone (nieskonczone)
67

przeksztalcenie 35

| przestrzen 28, 31

. przesunigcie rownolegte prostej 90

- — wykresu funkgji 82

- przyblizenia liczb 60

,: przyblizenie dziesietne z nadmiarem 57, 59
gz niedomiarem 57, 59

. przyblizone rozwiazanie ukiadu rownan
' 153

. — — rownafi 302-304

. przyporzadkowanie .wzajemnie jednozna-
| cme 73

. punkt nieciagtosci funkcji 267

. — zerowy (miejsce zerowe) wielomianu
(I R

. — — (pierwiastek) trojmianu kwadrato-
¢ wego 121

i — — funkcji 78

' Rachunek zbioréw 32-33
o zdan 32
redukcja jednomianow podobnych 157
. regula odrywania 16

reguta zadquglania 61
relacja 30, 37
— antysymetryczna 37

* — mniejszosci 37, 39.

— porzadkujaca 37

— przechodnia 37

— réwnosci 39

— réwnowaznosci -39

— spojna 37

rodzina 28

rozktad liczby naturalnej na czynmk1 48

— wielomianu na czynniki 167-168

rozszerzanie utamka 50, 189

rozwiazanie nierownosci 85

— rownania 85

— uktadu réwnan 102, 181

rozwiniecie dziesigtne liczby niewymiernej
59

L rreczywiste) 65

. skonczone, okresowe, nicokresowe

J S

— — ulamka 51

roOwnania 85-87

— algebraiczne 166-171

— logarytmiczne 245

— logarytmiczno-wyktadnicze 245-246

— pierwiastkowe 138

— roéwnowazne 86

— wyktadnicze 238

rownanie drugiego stopnia z dwiema nie-
wiadomymi 149

— dwukwadratowe 133

— kwadratowe 128-133

— — niezupetne 133

— liniowe 90

— pierwszego stopnia 91

— sprzeczne 91

— tozsamosciowe 91

— 7 dwiema niewiadomymi 100-101

— zwrotne 171

rowno$é wielomianow 159

— zbiorow 29

réwnowazne uklady rownan 105

réwnowazno$é¢ form zdaniowych 29

— zdan 18

réznica ciagu arytmetycznego 205

— tablicowa 301
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réznica zbioréw 30
rozniczkowalno$é funkcji 270
rzedna punktu 72

Sasiedztwo punktu 258
schemat twierdzenia 15
siatka znakow 173
silnia 198
skala fuﬁkcyjna 254
— logarytmiczna 254

, skok tablicowy 301
skrawanie utamka 50, 189
spojnosc¢ relacji 39
stopien wielomianu 158, 180
styczna do krzywej w punkcie 272
suma 41
— zbioréw 30, 32
superpozycja (zlozenie) funkcji 279
suwak logarytmiczny 254
symbol Newtona 200
symetria relacji 39
system dziesiatkowy 51
szereg geometryczny 223-224
— rozbiezny 223
— zbiezny 223

)

Srednia arytmetyczna 114
— geometryczna 114

Teza twierdzenia 15, 25

tréjkat Pascala 201

tréjmian kwadratowy 118 .
twierdzenia o logarytmach 240-241
twierdzenie Bézouta 163

— matematyczne 15

— o rachunku granic 263-264

— o rozkladzie wielomianu 162

— odwrotne 25

s proste 25

— przeciwne 25

— przeciwstawne (kontrapozycja) 25

Uklad roéwnan algebraicznych 181
— — pierwszego stopnia 102-110
— wspotrzednych prostokatnych 72
ulamek dziesigtny nieskoriczony 52
— — skonczony 52
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utamek niewlasciwy 50
— okresowy 52

- — wlasciwy 50

utamki dziesietne 51

— zwykle 50

uporzadkowanie zbioru 37

usuwanie niewymiernosci z mianownika
63

Wartos¢ bezwzgledna liczby 45

= funkcji 35,71

— — najmniejsza 118, 289,295
— — najwigksza 119, 289, 295
— logiczna zdania 7, 9

warunek konieczny 17-18

— — ekstremum 290

— Wwystarczajacy (dostateczny) 17-18
— — ekstremum 291

wielomian dwéch zmiennych 180
— jednorodny 181

— stopnia n 158

— symetryczny 180

— zerowy 158

wierzcholek paraboli 118
wiasciwoscei funkcji 78—81

— — ciaglych 268-269
wspotczynnik jednomianu 157, 180
— kierunkowy 89

— proporcjonalnosci 74-75
wspolczynniki wielomianu 158
wspolrzedna punktu na osi 66
wspoétrzedne punktu 72

wykladnik potegi 42

wykonalno$¢ dziatan 46

wykres funkcji 71-72, 73, 74, 82, 118
— — liniowej 90

— Jednomianu kwadratowego 118
— trojmianu kwadratowego 121
wylaczno$¢ definicji 24
wyodrebnianie pierwiastka 302
wyraz ciagu 192

— wolny 89

— — wielomianu 158
wyznacznik drugiego stopnia 106
— uktadu réwnan 106

wzory na catki nieoznaczone 306-307
— skroconego mnozenia 43



wzory Viete’a 131-132

wz6r dwumianowy Newtona 204
przyblizony 301 :

— rekurencyjny 193

Zatozenie twierdzenia 15, 18, 25
zamkniety uklad implikacji 26
= twierdzen 26
zaprzeczenie alternatywy 13
— implikacji 16

— tezy 25

zdania 8

— z kwantyfikatorem 22
zasada ciagtosci 66

— indukcji matematycznej 195
wieranie si¢ zbioréw 29, 33
zbiory liczbowe 46

rozlaczne 31

ior 28

argumentow funkcji 71

elementéw majacych wlasnos¢ 28
jednoelementowy (jednostkowy) 28

zbior liczb catkowitych 47
— liczb naturalnych 47
— — rzeczywistych 39
— nieskonczony 29

— ograniczony z dotu 57
— — 7 gory 57

— pusty 28

— rozwiazan rownania 85
— — ukladu réwnan 181
— skonczony 28

— uporzadkowany 37
— wartosci funkcji 71
zdania rownowazne 19
— sprzeczne 8, 9

zdanie 7, 22

— falszywe 7, 25

— prawdziwe 7

zmienna calkowania 306
— niezalezna 71

— zalezna 71

zwrotnos¢ relacji 39




WYDAWNICTWA NAUKOWO-TECHNICZNE polecaja uczniom
szkol srednich nastepujace ksiazki: -

MATEMATYKA

Bogustaw Gdowski, Edmund Plucinski

ZBIOR ZADAN Z MATEMATYKI DLA KANDYDATOW
NA WYZSZE UCZELNIE

Ksiqzka zawiera zadania z matematyki, dostosowane do poziomu i za-
kresu materialu wykiadanego w szkolach $rednich.

W zbiorze tym Czytelnik znajdzie zaréwno latwe zadania rachunkowe,
Jak i zadania trudne, a wsréd nich wiele na dowodzenie. Do wigkszosci
zadan podano dokladne rozwigzania. ‘
Na koricu ksigzki znajdujq sie tematy z egzaminow wstepnych z mate-
matyki na wyzsze uczelnie, ktore pozwolg Czytelnikowi zorientowaé sie
w stawianych wymaganiach na tych egzaminach.

Dziewig¢ wydan w latach 1971-1986

Wactaw Leksiniski, Bohdan Macukow, Wojciech Zakowski

MATEMATYKA W ZADANIACH DLA KANDYDATOW
NA WYZSZE UCZELNIE
Tom 112 ]

Ksigzka zawiera zwigzle informacje teoretyczne ze wszystkich dzialow
matematyki objetych programem szkél srednich, przykladowo rozwig-
zane zadania oraz zadania przeznaczone do samodzielnego rozwigzania
wraz ze wskazéwkami i odpowiedziami.

Trzy wydania w latach 1981-1987



Bogdan Mi$
TAJEMNICZA LICZBA e I INl\iE SEKRETY MATEMATYKI

Jest to ksigzka popularnonaukowa. Jej tres¢ stanowiq gawedy dotyczqce
podstawowych pojeé¢: matematyki, takich jak: liczba, zbior, dzialanie,
relacja, funkcja — zwigzanych z fundamentalnymi dziedzinami matema-
tyki: teoriq liczb, teoriq mnogosci, algebrq, andlizq.

Napisana jest jezykiem zywym, a liczne rysunki ulatwiajq jej lekture.
Jest przeznaczona dla uczniow lubigcych matematyke. Zainteresuje tez
 zapewne nauczycieli matematyki, ze wzgledu na sposob przedstawienia
niektorych zagadnien — lekki, niepodrecznikowy — uwzgledniajacy
kilkculetnie do$wiadczenia dydaktyczne autora z pracy ze studentami na
Uniwersytecie Warszawskim.

Rok wydania 1989

Barbara Pilat, Mariusz J. Wasilewski
TABLICE CALEK. Catki nieoznaczone. Catki oznaczone,

. Ksigzka zawiera podstawowe wzory rachunku calkowego, tablice calek
najczesciej wystepujacych w technice, wybrane calki oznaczone, wybrane
. funkcje specjalne, tablice przeksztalcen Laplace’a oraz tablice probabz-
- listyczne.
Dwa wydama 1983, 1985




FIZYKA

Jedrzej Jedrzejewski, Witold Kruczek, Adam Kujawski

ZBIOR ZADAN Z FIZYKI
DLA KANDYDATOW NA WYZSZE UCZELNIE
Tom11i?2 : A

Ksigzka zawiera zadania ze wszystkich dzialéw fizyki objetych progra-
mem szkdl Srednich. Do czesci z tych zadan podano szczegdlowe
rozwiqzania, a do wszystkich zadan — odpowiedzi.
Grupy zadan z poszczegdlnych tematéw sq poprzedzone krétkimi wpro-
wadzeniami, zawierajqcymi wskazoéwki teoretyczne i praktyczne.
W ostatnich dwéch rozdzialach zamieszczono zestaw zadan testowych
oraz tematy z egzamindw wstepnych na wyzsze uczelnie.

Szes¢ wydan w latach 1973-1988

Jan Gaj
LABORATORIUM FIZYCZNE W DOMU

Tresciq ksiqzki sq opisy wykonania réznorodnych doswiadczer fizycz-
nych oraz prostych przyrzadow, ktére mozna zbudowaé latwo dostepnymi -
Srodkami. Tekst jest podany w formie swobodnej rozmowy z Czytelni-
kiem. Duzy nacisk polozono na fizycznq interpretacje omawianych
eksperymentow. |

Ksiqzka jest bogato ilustrowana, zawiera tes kilka wkiadek (krqzki
barwne, tarcza zegara stonecznego), przeznaczonych do przeprowadze-
nia doswiadczen przez Czytelnikow.

Dwa wydania: 1982, 1985



b/ CHEMIA

Kurt Wasé_lowsky !

© 225 DOSWIADCZEN CHEMICZNYCH

Przektad z jez. niemieckiego

i W ksigzce podano niezbedne wiadomosci dotyczqcee urzqdzenia wlasnego
\ laboratorzum chemicznego, zaproponowano 225 interesujgcych doswiad-
“czeit chemicznych oraz oméwiono ich przebieg i wyniki. Liczne rysunki
' uatrakeyjniq Czytelnikowi lekture oraz pomogaq wykonaé doswiadczenia.
: Rok wydania 1987

Hermann Raaf

CHEMIA CALKIEM PROSTA

Przeklad z jez. niemieckiego

. W ksigzce opisano przystepnym jezykiem w sposéb zywy i interesujgcy
. proste, ciekawe i zabawne. doSwiadczenia chemiczne.
Rok wydania 1986

Irena Liebert-Krach
(wybor i opracowanie)

TABELE CHEMICZNE DLA UCZNIOW

Przedslawioné w zwartej formie tabele danych fizykochemicznych ula-
twig nauke i bedq pomocne podczas wykonywania doswiadczen labo-

ratoryjnych.
Rok wydania 1988
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